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1. Relaciones de Ejercicios

1.1. Numeros complejos

Ejercicio 1.1.1. Probar que el conjunto de matrices

—b
M:{(“ ) |a,beR}
b a
con las operaciones de suma y producto de matrices, es un cuerpo isomorfo a C.

Como ejercicio para el lector, se recomienda probar que M es un cuerpo.
Para comprobar ahora que M es isomorfo a C, se debe probar que existe un
isomorfismo entre ambos cuerpos. Sea la siguiente aplicacién:
f: C — M

(Rez —Imz)
zZ

Imz Rez

Para probar que f es un isomorfismo, hemos de probar que es un homomorfismo
(entre anillos, puesto que los cuerpos son un caso particular), y que es biyectivo. En
primer lugar, comprobamos que es un homomorfismo:

L f(z1+2) = f(21) + f(22).

F(o1+ 29) = Rezi +Rezy —(Imz; +Imz)\  (Rez —Imz Rezy, —Imz)
LT =2/ 7 \Imz; +Imz; Rez; + Rez - \Imz Rezn Imz, Rezy |

= [(z1) + [(z2).

2. f(z1-2) = f(21) - f(22).

Flor-2) = Rez -Rezo —Imz -Imzy —(Rez;-Imzy +Imz - Rez))
! 2 Im21'R822+R621'IH122 Rezl-Rez2_Imzl.ImZ2 -

(Rezl —Imzl) _ (Re 2 —Isz) = f(21) - f(22).

Imz; Rez Imz;, Rezs

3. f(1) =1.

Tenemos que f(1) = <(1) ?) = Idy = 1.

Por tanto, f es un homomorfismo. Ahora, comprobamos que es biyectivo. Para
ello, comprobamos que es inyectivo y sobreyectivo.

b}
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= f es inyectiva.

Sean z1, zo € C de forma que f(z1) = f(22). Entonces, igualando componente a
componente, tenemos que Re z; = Re 25 y Im 2; = Im 25. Por lo tanto, z; = 2
y f es inyectiva.

= f es sobreyectiva.

b

Por tanto, f es sobreyectiva.

Sea A = (a _ab) € M. Entonces, sea z = a+bi € C,y tenemos que f(z) = A.

Por tanto, f también es biyectiva, y por tanto es un isomorfismo. Por tanto, M
es isomorfo a C.

Ejercicio 1.1.2. Calcular la parte real, la parte imaginaria y el mdédulo de los
siguientes nimeros complejos:

i—3
1+id
Tenemos que:

.21 =

L1 L l—i —VB4iVv3+i—® 1—-V3+(1+V3)i
zl—(—\/g—l—z)-l_i_i—(—\/g—l—z)-l_i_l— 5 = )
Por tanto, tenemos que:

1 —

R,621: \/g,
2
1+3
Ilez y
2
2 2
1-+3 1++vV3 1+14+3+3
al=y (S2) + (A52) -
2 2 4
1

2y
2T V31

Tenemos que:

Zo — =
T iV3-1  1+3
Por tanto, tenemos que:
1
Re 29 = —Z,
V3
Im Z9 = —77

2
o] = 12+ V3 [1+3 1
2= 1 1) Ve 2
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Ejercicio 1.1.3. Sea U = {z € C | |z| < 1}. Fijado a € U, se considera la funcién
f:U — C dada por

zZ—a

VzeU.

fz) = 1—az

Probar que f es una biyeccién de U sobre si mismo y calcular su inversa.

En primer lugar, comprobamos que f es una aplicacién de U sobre U. Dado
z € U, tenemos que:

1f(2)] =
— (z—a)Z—a)<(1—-az)(l —aZ) <= 2Z—azZ —za+aa < 1 —aZ — 2a + aazz <
= |22+ |a? < 14 |af|z)? <= |2]* = |a]?|z]* < 1 - |af* <=
2Pl —|a]*) <1 —|a)* = |z]* < 1.

z—al| |z—ad

<le=|z—a|l<|l-az| = |z —a < |1 —az|* =

1—az| |1—az

donde hemos usado que, como |a| < 1, entonces |a|*> < 1y por tanto 1—|a|* > 0. Por
tanto, f es una aplicacion de U sobre U. A partir de ahora por tanto consideramos
f U — U. Veamos que es biyectiva. Para ello, vamos a probar que es inyectiva y
sobreyectiva.
= Inyectividad:
Sean z1, z2 € U tales que f(z1) = f(22). Entonces, tenemos que:

21— a Zo —

—as —1—a4 = (z1 —a)(l —az) = (22 —a)(1 —az) =

:>21—/Q(—M‘l'|a|22’222’2—,@—M—|—|a|221 —
=2 |a|221 =Z2 — |a|222 = (1- |a|2)21 =(1- |a|2)Z2 = 21 = Z9.

= Sobreyectividad:

Sea w € U. Vamos a buscar z € U tal que f(z) = w. Para ello, vamos a
despejar z de la ecuacién f(z) = w:

z—a
= =w=—=z—a=w(l—az) = z—a=w—wiz = zt+waz=a+w =
—az
_ a—+w
= z2(l4wa)=a+w=2z= —.
1 +wa
donde, en el ultimo paso, hemos hecho uso de que 1+ wa # 0, ya que |wa| =
jwlla] <1y:

11+ wa|l > |1 —|w||a|]| =1—|w|la] >0 <= 1> |w]||a|

y por tanto 1 + wa # 0. Por tanto, dado w € U, consideramos z = fi w_.
wa
Vamos a comprobar que z € U:
a+w la + w| _ 2 12
|z| = —| = — <l<=|a+w| <|l+wa <= |a+w|” < |l +wa| <
1+wa| |1+ wal

<— (a+w)(@+w) < (14 wa)(l +wa)

< aa + aw + wa + ww < 1 4+ wa + wa + aaww <=

= |a|* + |w* <1+ |w]*|a]? <= |a]* — [w]*|a]® < 1 - |w]* <=
— |lw*(1 —a]*) <1 —|a]* = |w* < 1.

7
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Por tanto, z € U y f(z) = w. Por tanto, f es sobreyectiva.
Por tanto, f es biyectiva. Ademas, hemos comprobado que su inversa es:

f: U — U

a+w
w —
14+ wa
Ejercicio 1.1.4. Dados 2z, 23,...,2, € C*, encontrar una condicién necesaria y

suficiente para que se verifique la siguiente igualdad:

n
=2_lal
k=1

Veamos que dicha condicién es que, para cada k € A, se tenga que I\, € Rt
tal que 2z, = A\x 21. Comprobaremos que dicha condicién es necesaria y suficiente.

n

D

k=1

=) Veamos que es una condicién necesaria. Demostramos por induccién sobre n.

= n = 1: La igualdad es trivialmente cierta, tomando \; = 1.
= n = 2: Hay dos opciones:

Opcién Rutinaria Supongamos que se cumple para n = 2. Entonces,
tenemos que:

|21+ 22| = |21| + |22] = |21 + 22 = (|| + |22])? =
= 2121 + 2129 + 2921 + 2929 = |Zl|2 + 2|21||22| + ’22|2 —
—— 212_2+ 222_1 = 2|21||ZQ| = <212_2)2 + 2|21H22‘ + (ZQZ_1)2 = 4’21’2‘22|2 =

= (zlz_2)2 — 2|z1|| 22| + (222_1)2 =0= (2122 — 2271)2 =0= 2125 = 2921

Tenemos ahora dos opciones:
Opcién 1 Tenemos que:

0T = 27 = 07 = 117 € R”

%)
Tomamos ahora A, = —= € R, por lo que:
<122
2922
Ay 21 = —— 21 =2
2122

Opcidén 2 Sea ahora z; = a + bi y 20 = ¢ + di. Entonces, tenemos
que:

Por tanto, tenemos que:
2123 = 2921 = bc — ad = ad — bc = ad = be.

Distinguimos en funcién del valor de b:



Variable Compleja 1 1.1. Numeros complejos

e Si b =0, entonces ad = 0.
o Sia=b=0,entonces z; = 0 ¢ C*, por lo que no es posible.
o Sia # 0, entonces d = b = 0, por lo que z; = a, 25 = c,
con z1,zy € R*. Por tanto, tomando Ay = ¢/a, se tiene que
Z9 = )\2 Z1.
e Si b # 0, entonces ¢ = ad/s. Por tanto, tomando Ay = 4/b, se
tiene que z5 = A9 21.

Ao 21:%(a+bi)zc%d+dz':c+di222.

Por tanto, tenemos que zo = Ay 21, con Ay € R. Para ver que A\, € RT,
tenemos que:

|Z1 +22| = ‘21(1 + )\2)| = ’ZlHl + )\2|
21| + |z2] = |21] + | A2 21| = |21] + [Aal|21] = |2 [(1 + [ A2)).
Igualando, y como |z;| # 0, tenemos que |1 + Xg| = 1 4+ |Xg|. Por

tanto, como la igualdad de la desigualdad triangular en R se da si
los dos nimeros tienen el mismo signo, tenemos que Ay € RY.

Otra Opcién Vemos ahora los elementos de C como elementos de R,
con el producto escalar de R? y la norma euclidea. En Anélisis Ma-
temédtico I se prové que, en R?, se cumple la igualdad si y solo si:

1. 21 y 29 son linealmente dependientes. Es decir, 3\ € R tal que
Z9 = A Z1-.
2. Su producto escalar es positivo. Es decir, (21, z2) > 0. Esto se da
si y solo si:
<21,ZQ> = <Zl,/\ Zl> = /\<21,Zl> = )\HZlH2 >0<= \>0.
En cualquier caso se cumple para n = 2.

= Supongamos que se cumple para n, demostrémolo para n + 1.

Por hipétesis (no de induccién, sino por trabajar en esta implicacién),
tenemos que:

n+1 n+1
S a =S ha
k=1 k=1

Por tanto:

3

( Zk) + Znt1
k=1

Usando ahora la hipétesis de induccion, tenemos que:

(Z >\k> 21+ Zpyt| = (Z | Ak Zl\) + |2n41| =

k=1 k=1

— (Z >\k> 21+ Zp+1| = ( Ak) |21| + |Zn+1| —
k=1 k

— (Z )\k> 21+ Zny1| = | ( >\k> 21
k=1 k=1

9

_ (iw) + Lo

k=1

+ ‘ZnJrl‘
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Notando por w = (Z )\k> z1 € C*, y aplicando lo ya demostrado para
k=1

n = 2, vemos que dp € R tal que z,,1 = p w. Por tanto:

Zn—i—l—pw_p(Z)\k) 2

k=1

Tomando \,11 = p (Z )\k) € R, se tiene que z,41 = A,y 2. Por
=1

tanto, se cumple para n + 1.
Por tanto, por induccion se cumple para todo n € N.

<) Veamos que es una condicién suficiente. Supongamos que, para cada k € A,
se tiene que I\, € R* tal que 2z, = A\ z;. Entonces, tenemos que:

dal = M| = ‘(ZAQ 2| = (ZA,C) ] =) Nl =D e =) |zl
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Ejercicio 1.1.5. Describir geométricamente los subconjuntos del plano dados por

1. A={2€C||z+i| =2z —1]}.
Sea z = x + 1y € A C C. Entonces, tenemos que:
|z +iy+i| =2z +iy—i| = |z + (y+ 1)i| =2z + (y — 1)i| =

= Va2 (y+ 12 =222+ (y - 1) = 2" + (y+ 1)’ = 4" + (y - 1)*) =
=+ 2+ 1 =42+ 4 —8y+4=32"+ 3y  — 10y +3=0=

10 5\? 25
:>x2+y2—§y+1:0:>x2+<y——) - —+1=0=

3 9
) ( 5)2 16

5 4
Por tanto, A es la circunferencia de centro (0, §> y radio 3

2. B={2€C||z—i|+|z+1i| =4}

Sea z =x + iy € B C C. Entonces, tenemos que:

|z +iy—i|+ |z +iy+i|l=4=|z+(y—1i|+ |z + (y+ 1)i| =4 =
= Va2 (- 12+ VP (1) =4 =
— 2+ (y— 1?2 =16+22+ (y+1)> =822 + (y + 1)2 =
— 2y =16+2y —8/22+ (y+ 12 =
— A4ty =22+ (y+ 12 = 16+8y +13* =42* + 49> + 4 + 8y —
2 yQ

:¢¢R+3f:12:¢§4~121

10
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Por tanto, se trata de una elipse con centro en el origen. El semieje menor mide
V3 v el semieje mayor mide 2. Por tanto, la distancia focal es v/4 — 3 = 1. Es
decir, se trata de una elipse con ejes en los puntos (0,7), (0, —i) y eje mayor
de longitud 4. Esto se podria haber interpretado de forma directa al ver que
la suma de las distancias de un punto a dos puntos fijos es constante.

Ejercicio 1.1.6. Probar que se cumple la siguiente igualdad para todo z € C*\R™:
) ze€ C*\R".

Fijado z € C*\ R™, consideramos arg z € |—7, w[. Entonces, como en particular
se tiene arg z € Arg z, tenemos que:

Imz

arg z = 2arctan | ——————
8 (Rez—i—\z|

Re z Imz
A sen(arg z) =

cos(arg z) = T ER
De esta forma, como z ¢ R~ (y por tanto |z| # — Re z), tenemos que:

Im z sen(argz)-|z|  sen(argz)

Rez + |2 - cos(arg z) - |z| +]z|  cos(argz) + 1

Por ser ambas expresiones iguales, tenemos que:

I
o arctan [ — T2\ — 9aretan [ SCR(a182)
Rez + |7] cos(arg z) + 1

La demostracion se terminaria si vemos que las expresiones anteriores valen arg z.
Para ello, Definimos ahora la funcion auxiliar siguiente:
f: ]-m,n] — R

sen av
o —— o — 2arctan (—)
cosa + 1

En primer lugar, tenemos que f(0) = 0 — 2arctan(0) = 0. Por otro lado, como
f e C(]-m, x[,R), consideramos la derivada de f:

1 cosa(cosa + 1) + sen asen «v
Flay=1-2: , - e ) =
sen o (COSCY + 1)2
14—
cosa + 1
cos? a + cos a + sen? v 1 4 cos a
—1-9. AR =1-2 — s o —
(cosa+1)? +sen? « cos? «v cos a + sen? o
1+ cosa 1+ cosa
—1-2.— 2% TP C g Vael-ma|.
24+ 2cos o 1+ cosa

Por tanto, f es constante, por lo que f(a) = 0 para todo o € |—m, 7[. Tomando
como angulo o« = arg z, que por la elecciéon hecha sabemos que argz € |—m, 7|,

tenemos que:
sen(arg ) >

= 2arctan | ——— 02
are = aretat (cos(arg z)+1

Por tanto, por lo anteriormente visto tenemos que:

) ze€C"\R".

Imz

arg z = 2arctan | ——————
&7 (Rez+|z|

como queriamos demostrar.

11
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Ejercicio 1.1.7. Probar que, si z = x + iy € C*, con z,y € R, se tiene:

(

arctan (¥/xz) six >0,
arctan (v/z) + 7 six <0,y > 0,
arg z =  arctan (¥/z) — 7 six <0,y <0,
/2 siz=0,y >0,
/2 sixzx=0,y <0.

Como arg z € Arg z, tenemos que:

Rez Im 2
cos(arg z) = T A sen(arg z) = T
2 2
Por tanto, tenemos que z = Rez = |z|cos(argz) e y = Imz = |z|sen(arg z).

Por tanto, distinguimos en funciéon de los valores de = e y, usando ademés que
argz € |—m,7l:

m Siz>0:

En este caso, © = |z| cos(arg z) > 0 = arg z € |=7/2,7/2[.

sen(arg z
arctan <y> = arctan (ﬁ) = arctan (tan(arg z)) = arg z
x cos(arg z)

donde, en la ultima igualdad, hemos usado que la arcotangente es la inversa
de la tangente en el intervalo |—7/2,7/2].

s Six<0,y>0:

En este caso, y = |z|sen(argz) > 0 = argz € ]0,7[. Ademds, se tiene
que x = |z|cos(arg z) < 0. Por tanto, argz € ]7/2,m[. No obstante, como no
pertenece a la rama principal, hemos de considerar § = argz — 7 € |=7/2,0],
que por la periodicidad de la tangente sabemos que tan(f) = tan(arg z). Por
tanto, tenemos que:

arctan (Q) = arctan (tan(arg z)) = arctan (tan(f)) = 0 = arg z — ™ =
x
— arg z = arctan <E> +
x

» Siz <0,y <O0:

En este caso, y = |z|sen(argz) < 0 = argz € |—m,0[. Ademas, se tiene que
xr = |z|cos(arg z) < 0. Por tanto, argz € |—m, —7/2[. No obstante, como no
pertenece a la rama principal, hemos de considerar § = argz + 7 € ]0,7/2],
que por la periodicidad de la tangente sabemos que tan(f) = tan(arg z). Por
tanto, tenemos que:

arctan (E) = arctan (tan(arg z)) = arctan (tan(f)) = 0 = arg z + 7 =
T

= arg z = arctan (Q) -
T

12
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= Siz=0,y>0:

En este caso, y = |z|sen(argz) > 0 = argz € |0, 7[. Ademads, se tiene que
x = |z| cos(arg z) = 0. Por tanto, arg z = 7/.

= Siz=0,y <O0:

En este caso, y = |z|sen(argz) < 0 = argz € |—m,0[. Ademads, se tiene que
x = |z|cos(arg z) = 0. Por tanto, arg z = —7/2.

Ejercicio 1.1.8. Probar las formulas de De Moivre:
cos(nf) + isen(nf) = (cos @ + isen )" Vo € R,Vn € N.
Demostraremos las formulas de De Moivre por induccion sobre n.
= n = 1: La igualdad es trivialmente cierta.

= Supongamos que se cumple para n, demostrémoslo para n + 1:

(cos +isen )" = (cos +isen )" (cosf + isend) =
= (cos(n#) + isen(nb))(cos @ + isen ) =
= cos(nf) cos § — sen(nf) sen O + i(cos(nf) sen 6 + sen(nd) cos 0)
= cos((n+1)0) + isen((n + 1)6).

Por tanto, por induccion se cumple para todo n € N. Como no hemos impuesto
restricciones sobre 6, se cumple para todo 6 € R.

Ejercicio 1.1.9. Calcular las partes real e imaginaria del nimero complejo

(1+43Y)

. Entonces, tenemos que:

2
1\ 3 1 3
|Z/| = — + £ = — + —_ = ]_7
2 2 4 4
3
arg(z') = arctan (4) = g

donde, para calcular el argumento, hemos empleado que Re 2z’ > 0. Por tanto, tene-
mos que:

2’ = cos <E> + isen (E>
3 3
z—(z’)g—[COS(W>+isen<7T>]8(i)cos st + isen sm = cos 2n + isen 2n
Bl N 3 31 3 3) 3 3 )

13
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donde en (%) hemos usado las féormulas de De Moivre. Por tanto, tenemos que:

2T 1
R — ) ==
ez cos(3> 5

Im z = sen 2—7T —ﬁ
N 3) 2

Ejercicio 1.1.10. Probar que, para todo x € R, se tiene:

sen (g) kz:cos(k‘x) = COS (7”;_1‘) sen (@) : (1.1)

sen (;) kzi; sen(kx) = sen (n_;) sen (@) (1.2)

Demostraremos ambas igualdades de forma simultanea. Para ello, multiplicare-
mos la segunda igualdad por ¢ y sumaremos ambas:

sen (g) ;0 (cos(kz) + isen (kx)) ® sen (g) kZ:O (cos(z) + isen(z))"
donde en (*) hemos usado la férmula de De Moivre. Considerando el nimero com-
plejo z = cos(z) + isen(x), definimos u = cos (g) + isen (g), por lo que u? = z.
Ademas, tenemos que:

1—2F =ukuh — o = uk(ﬂk — uk) = —2isen <k: . g) -~k Vk € N.

Por tanto, usando dicho valor de z, tenemos que:

sen (g) i (cos(kz) + isen (kx)) = sen <g> Zi: 2F

La suma de la derecha es la suma de una progresiéon geométrica, cuya suma
parcial se calcula de igual forma que en R:

—
=

sen (%) i (cos(kx) + isen (kx)) = sen (g) : %Zn:l =

k=0

—2i sen <(n +1)- g) -~y

(3)
=sen|— |-
2 —21 sen <g> - U

s (50 s (5) ()]

donde en () hemos calculado la suma parcial, donde hemos supuesto que z # 1; es
decir, que = ¢ 27Z (ya que, en dicho caso, ambas igualdades son triviales). Igualando
las partes real e imaginaria, obtenemos las igualdades pedidas.

14
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1.2. Topologia del plano complejo

Ejercicio 1.2.1. Estudiar la continuidad de la funciéon argumento principal; esta
es, arg : C* — R.

Por el Ejercicio 1.1.6, sabemos que:

Im z
= 2arct —_— Vze C"\R™
arg z arctan (Rez n |z|) z \
Consideramos Q2 = C* \ R™. Como la funcién Id es continua, tenemos que

Re z,Im z, |z| son continuas en C. Ademés, como el denominador tan solo se anula
en R, , el argumento de la arcotangente restringido a {2} es una funcién continua.
Por ser la arcotangente continua en R y serlo el producto de funciones continuas,
concluimos que arg q 8 continua. Como () es abierto, por el caracter local de la

continuidad, arg es continua en 2 = C*\ R™.

Tan falta por estudiar la continuidad en R™. Para ello, sea z € R™, del que
sabemos que argz = 7. Sea la sucesién {6,} que recorre los dngulos desde 0 en
sentido horario hasta —m, limite de la sucesién:

= (+(102)) -

A partir de dicha sucesién, definimos {z, } como los niimeros complejos de médulo
|z| y argumento 6,,; que recorren los puntos de la circunferencia unitaria desde el eje
positivo en sentido horario hasta el eje negativo.

{z,} = {]z| (cos (0,) +isin (6,))} — |z] (cos(—7) +isin(—7)) = —|z| = 2
Por 1ltimo, tenemos que:
{arg z,} = {0,} > - # 7 =argz

Por tanto, hemos encontrado una sucesién {z,} con z, € C* ¥n € N, con
{zn} — 2z pero {argz,} - argz. Por tanto, arg no es continua en z. Como z
era arbitrario, concluimos que arg no es continua en R™.

Por tanto, concluimos que arg es continua en C* \ R™, pero no lo es en R™.

Ejercicio 1.2.2. Dado 6 € R, se considera el conjunto Sy = {z € C* | 6 ¢ Arg z}.
Probar que existe una funcién ¢ € C(Sp) que verifica ¢(z) € Arg(z) para todo z € Sp.

La eleccién del argumento principal de un nimero complejo realizada provoca
que haya una discontinuidad en R™ = S. Este ejercicio nos pide encontrar una
funcion que, dado un argumento 6, sea continua en C* excepto en los puntos z para
los cuales 6 € Arg z.

Dado z € Sy, como arg es continua en C* \ R™, en primer lugar definiremos una
funcién gy : Sy — C* \ R~ que nos lleve z a un punto w ¢ R~ (esto lo haremos
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girando z un dngulo de m — 6); para poder aplicar luego arg y modificar el valor de
forma que ¢(z) € Arg z (esto lo haremos restando 7 — ). Vamos a ello.

Definimos en primer lugar wy = cos(m — 6) + isin(r — ) € C, de forma que
lwg| =1y m— 0 € Arg wy. Definimos go como:

go : S@ — C*\Rf
Z o zwp

En primer lugar, como gy es polinémica, tenemos que gy € C(Sy). Ademds, dado
2z € Sy, tenemos que:

Arg go(2) = Arg(zwy) = Argz + Argwy = (argz + 7 — 0) + 2772

Veamos que go(z) ¢ R™. Supongamos que go(z) € R™. Entonces, Ik € Z tal que
arg z +m — 0 = 2kw. Por tanto, argz = 2km — 7w+ 60 = (2k — 1)7 + 6. Por tanto,
§ € Arg z, lo cual es una contradiccion. Por tanto, gg(z) ¢ R™.

A continuacién, definimos ¢ como sigue:

(ol S@ — R
z — arg(ge(z)) — (m —0)

De esta forma, tenemos que ¢ es continua en Sy, puesto que arg es continua en
C*\ R~ y gp es continua en Sy. Ademas, dado z € Sy, tenemos que:

1
©(z) € Argge(z)—Argwy = Arg go(z)+Arg — = Arg (gg(z)> = Arg (@> = Argz
We We We

Ejercicio 1.2.3. Probar que no existe ninguna funcién ¢ € C(C*) de forma que

©(z) € Arg z para todo z € C*, y que el mismo resultado es cierto, sustituyendo C*
por T={z¢eC||z| =1}.

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe una funcién ¢ € C(C*) tal que
©(z) € Arg z Vz € C*. Definimos la siguiente funcién auxiliar:

f: ¢ — R
z — p(z) —e(=2)

Por ser ¢ continua, f es continua. Ademas, dado z € C*, tenemos que:

Por tanto, fijado w € C*, hay dos opciones:
» Si f(w) =0, entonces sea zy = w, y se tiene que f(zy) = 0.

» Si f(w) # 0, entonces f(w)f(—w) < 0. Como C* es conexo, por el Teorema
del Valor Intermedio 3zy € C* tal que f(z) = 0.
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En cualquier caso, 3z € C* tal que f(z9) = 0. Por tanto, ¢(z9) = ¢(—z0). Esto
implica que Argzy = Arg(—=zp), lo cual es una contradiccién ya que:

Arg —zg = (arg zo + ) + 27Z

Por tanto, no puede existir una funcién ¢ € C(C*) tal que p(z) € Argz Vz € C*.

Por otro lado, consideramos el caso para T. Hay diversas formas de probarlo:

= De forma andaloga, haciendo uso ahora de que T es conexo.

» Aplicando de forma directa el Teorema de Borsuk-Ulam a ¢ (esto es lo que en
realidad hacemos en la opcién anterior).

s Haciendo uso de lo anteriormente demostrado.

Desarrollaremos la tercera opcién, por ser aquella que difiere de lo anterior. De
nuevo, supongamos por reduccién al absurdo que existe una funcién ¢ € C(T) tal
que p(2) € Argz Vz € T. Definimos la siguiente funcién auxiliar:

f: ¢ — R

o)

Tenemos que f es continua, y verifica que:

z

f(z)=¢ (—) € Arg (i‘) = Argz — Arg(|z|) = Argz — 27Z = Arg z

|2 |2

No obstante, hemos demostrado que no puede existir una funcién f € C(C*) tal que
f(2) € Argz Vz € C*. Por tanto, hemos llegado a una contradiccién, y concluimos
que no puede existir una funcién ¢ € C(T) tal que p(z) € Argz Vz € T.

Ejercicio 1.2.4. Probar que la funcién Arg : C* — R/27Z es continua, conside-
rando en R /277 la topologia cociente. Mds concretamente, se trata de probar que,
si {z,} es una sucesion de nimeros complejos no nulos, tal que {z,} — 2z € C*y
0 € Arg z, se puede elegir 0,, € Arg z, para todo n € N, de forma que {0, } — 6.

Usando sucesiones: Usaremos la caracterizacion que en el mismo enunciado des-
criben. Dada una sucesion {z,} de niimeros complejos no nulos, tal que {z,} —
z € C*y 0 € Arg z, definimos 6,, como sigue:

» Siz¢g R
Como arg z € Arg z, tenemos que Jk € Z tal que 0 = 2knm + arg z. Por
tanto, definimos #,, como:

0, = arg z,, + 2km € Arg z, Vn € N
Ademas, tenemos que:
{0,} = {argz, + 2k} — argz + 2km =0

donde hemos usado que, al ser arg continua en z € C*\R™, como se tiene
que {z,} — z, entonces {arg z,,} — arg z.
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= SizeR™:
Por el Ejercicio 1.2.2, Jp € C(S)) tal que p(w) € Argw Yw € Sy. En
particular, p(z) € Argz, por lo que 3k € Z tal que ¢(z2) = 0 + 2km.

Como {z,} — z € Sy = 5§ abierto, AN € N tal que Vn > N se tiene que
z, € Sp. Por tanto, definimos 6,, como:

0, = arg z, sin< N
O, = o(z,) —2km sin> N

De esta forma, tenemos que 0,, € Argz, Vn € N, y ademas:
{0} = p(2) —2km =0

donde hemos usado que, al ser ¢ continua en z € Sy, como {z,} — z, se
tiene que {¢(z,)} — ¢(2).
Observacion. Notemos que podriamos haber generalizado todo en el segundo
caso, considerando Sy .. No obstante, se ha optado por hacerlo de forma mas
explicita para facilitar la comprension, ya que el primer caso seguramente sea
mas intuitivo.

Usando el punto de vista topodgico:

Definimos la funcién proyeccion:

m: R — R/27Z
r — x+ 217

Tenemos la siguiente descomposiciéon de C*:
C* = (C'\R) U (C*\RY)
Tenemos que:
» En C*\R™:
Arg (z) = (moarg) (z) Vze C*\R™

Por tanto, Arg es continua en C*\ R™.
» En C*\ R":
Por el Ejercicio 1.2.2, sabemos que Jp € C(Sy) tal que:

Arg(z) = (mop)(z) Vz€Sy=C"\R"
Por tanto, Arg es continua en C* \ R™.

Por el carécter local de la continuidad, Arg es continua en C*.
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z n
Ejercicio 1.2.5. Dado z € C, probar que la sucesién {(1 + —) } es convergente
n

y calcular su limite.

Para facilitar la notacién, sea:

zn:<1+§>" Vn €N

En primer lugar, vamos a estudiar el limite de la sucesién {|z,|}:
Z\" n Rez\’ Im 2\’

=] (1) (e ey ()
n n n

Re® z + Im? 2

Re’z 2Rez Im?z\" n +2Rez
= 1+ + + = 1+

n? n n?

n

Por tanto, tenemos que:

Re? z 4 Im?

e z+1m Z+2Rez
lm |z,| = | lim | 1+ I =
n—oo n—oo n

n—00 n

Re? z +Im* 2z + 2n R
:\/exp(h'm crrmEden eZ+2Rez) = /exp(2Rez) = e**

donde en la primera igualdad hemos usado que la raiz es una funcién continua, y en
la segunda igualdad hemos usado el Criterio de Fuler. A continuacién, estudiamos
los argumentos de z,. Para ello, definimos:

wnzl—l—E Vn € N
n

Como {w,} — 1, 3N € N tal que Vn > N se tiene que Rew, > 0. Por tanto,
Vn > N se tiene que:

¢ Imw, ; Imz
arg w, = arctan = arctan [ ———
& Rew, n+ Rez

Como Arg(zw) = Arg z + Argw para todo z,w € C*, tenemos que:

Im 2

Argz, = A )" =nArgw, = t _—
gz rg ((w,)") = nArgw narcan(n+ReZ

) € Arg 2, VYn> N

Por tanto, definimos la sucesién {6,,} como sigue:

arg z, sin< N

Imz
_ in>N
n+Rez) St

0, = (
n arctan
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Por tanto, para todo n € N, tenemos que 6,, € Arg z,. Calculemos el limite de la
sucesion {0, }:

‘ Imz
rctan [ —————
( Im z ) , arcta n+Rez)

lim 6,, = lim narctan = lim =
n—00 n—00 n -+ Rez n—oo l
n
T —n? —Im=z ” n?Im z I
= |lilm . = lim =1mz
n—o0 Imz \? (n+Rez)? n5co(n+Rez)?+Im?z
n+ Rez

Uniendo ambos resultados, tenemos que:
Zn = |2n| (cos(B,) + isen(6,)) Vn e N

Tomando limite, y como las funciones seno y coseno son continuas, tenemos que:

lim z, = lim |z, (cos ( lim 0n> + isen ( lim 9n>> = "% (cos(Im z) + isen(Im z))
o0 n—oo

n—oo n— n—oo
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1.3. Funciones holomorfas

Ejercicio 1.3.1. En cada uno de los siguientes casos, estudiar la derivabilidad de
la funcién f : C — C definida como se indica:

1. f(2) = z(Re z)? para todo z € C.

Sea z = x + 1y € C, entonces:

f(2) = 2(Re2)? = (z + iy)a? = 2° + iz’y.

Consideramos ahora las funciones u,v : R? — R dadas por:

u(z,y) = Re f(z +iy) = 2°, V(z,y) € R?,
v(x,y) = Im f(z +iy) = 2%y, Y(z,y) € R%

Puesto que son polinémicas, es directo ver que u, v son diferenciables en R2,
por lo que f sera derivable en z = x 4 7y si y solo si se verifican las ecuaciones
de Cauchy-Riemann en el punto (z,y), es decir:

ou ov
%(l’,y) - a_y($7y>7
ou ov

a_y(x7y) = _%(xvy)‘

Sustituyendo los valores de dichas derivadas parciales, las ecuaciones de Cauchy-
Riemann quedan:

3a? x2, — xr = 0,
0 = —2xy. zy = 0.

Por tanto, las ecuaciones de Cauchy-Riemann solo se verifican en el siguiente
conjunto A C R%:

A={(0,a) eR*|acR}={ai € C|acR}CC.

Por tanto, f es derivable en A, mientras que no lo es en ningtn punto de C\ A.
Es decir, f es derivable en los ntiimeros imaginarios puros, pero no en ningtn
otro punto del plano complejo. Podemos ademads definir la funcién derivada

f'+ A — C como:
.~ Ou v _ .
f(az)—%(O,a)—kz%(o,a)—O+z-2-0-a—0 Vai € C.

Por tanto, f es constante en A. De hecho, se tiene que:
f(ai) =0 Vai € C.
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2
2. f(x+iy):x3—y+i(y3+%) para todo =,y € R.

Definimos las funciones u, v : R? — R dadas por:

u(z,y) = Re f(z +1iy) = 2° —y, V(z,y) € R?,
2
v(z,y) = Im f(z +iy) =y3+%, V(z,y) € R*.

Puesto que son polinémicas, es directo ver que u, v son diferenciables en R2,
por lo que f sera derivable en z = x + iy si y solo si se verifican las ecuaciones
de Cauchy-Riemann en el punto (x,y), es decir:

ou ov
%<.’L',y) - 8_y($’y)’

ou ov

Sustituyendo los valores de dichas derivadas parciales, las ecuaciones de Cauchy
Riemann quedan:

322 = 3y°, e {r = 1,
1= - y € {-1,1}.

Por tanto, fijado zp = 14+ i € C, tenemos que f es derivable en {zy,Z},
mientras que no lo es en ningin otro punto del plano complejo. En estos
puntos, tenemos que:

ou ov

flea) = 1+ = T4 i1, 1) =844
9] 0
@) = F(1=i) = 5o (L =1) +im-(1,-1) =3 +i.
3. fla+iy) = 23212523 para todo (z,y) € R*\ {(0,0)}, con f(0) =0.

Definimos las funciones u, v : R? — R dadas por:
3

u(z,y) = Re f(x +iy) = Y(z,y) € R*\ {(0,0)},

2+ y?’
3
. Y
o(z,y) =1Im f(z +1iy) = 5, Y(z,y) € R?\ {(0,0)}.
Tty
donde, ademads, u(0,0) = v(0,0) = 0. Estudiamos la derivabilidad por partes:

» Estudiamos en A = R?\ {(0,0)}:
Por el caracter local de la diferenciabilidad, sabemos que u, v con diferen-
ciables en A, por lo que f serd derivable en z = x + iy € A si y solo si se
verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el punto (z,y), es decir:

ou ov
%(%Zﬁ - a_y(xvy)u
ou ov
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Sustituyendo los valores de dichas derivadas parciales, las ecuaciones de
Cauchy-Riemann quedan:

3°(a? +y°) — 22" 32’ +y°) -2
(22 +y2)? (22 +92)> R
3y2($2 + y2) _ 2y4 _ 31.2(1.2 + y2) _ 21,4
T T
(2 +y =22t = 3y*(a® +y?) - 2%,
3y?(x? + y — 2yt = =32%(2? +y?) + 22

(x +y)2 2(xt + y*)

(1'4— = 2(1’4 4)7
3(x? + 3/ = 20z +yh). } =

v =y,
ot + yt + 62%y% = 0.

Debido a que la segunda ecuacién tan solo se cumple si z = y = 0 (valor
que no pertenece a A), tenemos que no se verifican las ecuaciones de

Cauchy-Riemann en ningtin punto de A. Por tanto, f no es derivable en
ningtn punto de A.

HIIII

% a’ +y -y = 2(564—1/4)7}{:)

» Estudiamos en el origen, z = 0 = (0,0):

Lo estudiaremos a partir de la definicién de derivada en un punto. Con-
siste en ver si el siguiente limite existe:
23 T
f(z) R ® + iy’
lim = lim = {

- = lim -
250 2 (2,y)—(0,0) T+ 1y (z,9)—(0,0) (22 4+ y?)(z + iy)

Como sabemos, la existencia de este limite equivale a que exista el limite

de las partes reales e imaginarias. Por tanto, trabajamos en primer lugar
con la parte real:

3 22
(z,y)—(0,0) 22 + XY (z,y)=(0,0) 27 + Y
Para ver si dicho limite existe, calculamos los limites parciales:

2

11—%02+t2 _11—{%0_0
t2
lim —— =1lim1l = 1.

t—0 t2 4+ (02 t—0

Como ambos limites parciales no coinciden, el limite no existe. Por tanto,
como la parte real no tiene limite, dicho limite no existe y; por tanto, f
no es derivable en el origen.

Por tanto, f no es derivable en ningtin punto del plano complejo.
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Ejercicio 1.3.2. Probar que existe una funcién entera f tal que:
Re f(x +iy) = 2* — 62%y* + y* para todo z,y € R.
Si se exige ademas que f(0) = 0, entonces [ es unica.
Supongamos que existe una funcién entera f cumpliendo las condiciones dadas.
Definimos las funciones u, v : R?> — R dadas por:
u(z,y) = Re f(z +iy) = a* — 627y + ¢, V(z,y) € R,
v(w,y) = Im f(z +iy), V(z,y) € R”.

Por ser una funcion entera, f es derivable en todo C, por lo que u, v son diferen-
ciables en R? y, ademds, se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo R2.
Esto es:

ou ov
%($7y) - a_y(xuy)7
ou ov

a_y<x7y) = —%(.%,y).

Sustituyendo los valores de las derivadas parciales de u, las ecuaciones de Cauchy-
Riemann quedan:

ov
- — Azd — 12292
8y(ﬂ:,y) % zy?,

oy \ty) = 1207y — 4y’
Integrando con respecto a y la primera ecuacion, tenemos que:
v(z,y) = 42°y — dzy® + p(z)  V(z,y) € R?,

donde ¢ : R — R es una funcién derivable que depende solo de x y representa la
constante de integracién. Derivando con respecto a x la expresién anterior, obtene-
mos:

v ,
5 () = 1227y — 4y° + ¢/ (z)

Por tanto, como también tenemos las ecuaciones de Cauchy-Riemann, deducimos
que ¢'(z) = 0 para todo = € R. Por tanto, p(z) = C € Ry, por tanto:

v(z,y) = 42y — day® + C Y(z,y) € R
Por tanto, la funcién f es de la forma:
flz+iy) = u(z,y)+iv(z,y) = 2* =622y +y* +i(dady—4ay® +C)  V(z,y) € R?, CeR
Si imponemos la condicién adicional f(0) = 0, tenemos que:
FO)=0=0+Ci « C=0.
Por tanto, la funcién f es tnica y viene dada por:

flz+iy) = o' — 627y + y* +i(4a’y — day®)  V(x,y) € R%
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Ejercicio 1.3.3. Encontrar la condicién necesaria y suficiente que deben cumplir
a,b,c € R para que exista una funcion entera f tal que:

Re f(z +iy) = ax® + bry + cy* para todo z,y € R.

Supongamos que existe una funcién entera f cumpliendo las condiciones dadas.
Definimos las funciones u, v : R? — R dadas por:

u(z,y) = Re f(x +iy) = ax® + bry + cy?, Y(z,y) € R?,
v(w,y) = Im f(z +iy), V(z,y) € R*.
Por ser una funcién entera, f es derivable en todo C, por lo que u, v son diferen-

ciables en R? y, ademads, se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo R2.
Esto es:

ou ov
%(l’,y) - a_y(x7y>7
ou ov

a—y(%y) = —%(%y)-

Sustituyendo los valores de las derivadas parciales de u, las ecuaciones de Cauchy-
Riemann quedan:

g—Z(ﬂf,y) = 2ax + by,
ov

= = —bz — 2.
ax(fﬂ,y) bx — 2cy

Integrando con respecto a y la primera ecuacién, tenemos que:

2
v(z,y) = 2azy +0b- % + ¢(x) Y(z,y) € R?,

donde ¢ : R — R es una funcién derivable que depende solo de x y representa la
constante de integracién. Derivando con respecto a x la expresién anterior, obtene-
mos:

ov
e (z,y) = 2ay + ¢'(z)

Por tanto, como también tenemos las ecuaciones de Cauchy-Riemann, tenemos
que:

2ay + ¢'(z) = —bx — 2cy
¢(x) = —bx —2y(a+c)  VY(z,y) € R%

Como ¢ tan solo depende de x, la ecuacién anterior se cumplird si y solo si
a + ¢ = 0; en cuyo caso:

ba?
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Por tanto, la funcién f serd de la forma:

flx +iy) = u(z,y) +iv(z,y) = ax® + bry + cy® + i (2axy + C)
=a(z? — y*) + bry + i (2axy + O) V(z,y) €R?* CeR.

Por tanto, y a modo de resumen, tenemos que:
3f € H(C) tal que Re f(x +1dy) = ax® + by +cy? Yo,y ER <= a+c=0.
=) Si f cumple las condiciones dadas, hemos probado anteriormente que a+ ¢ = 0.

<) Sia+c¢ =0, La funcién f descrita anteriormente cumple las condiciones dadas.

Ejercicio 1.3.4. Sea 2 un dominio y f € H(Q2). Supongamos que existen a,b,c € R
con a? + b* > 0, tales que:

aRe f(z) +bIm f(z) = ¢ para todo z € Q.

Probar que f es constante.

Definimos las funciones u, v : 2 — R dadas por:
u(z,y) = Re f(z +iy), V(z,y) € R,
v(x,y) = Im f(z + iy), V(z,y) € R®.
Por ser una funciéon holomorfa, f es derivable en todo 2, por lo que u,v son

diferenciables en ) y, ademds, se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
todo 2. Esto es:

ou ov
%(l’,y) - 0_y($’y)’
ou ov

a_y<x7y) = —%(Z‘,y>.

Ademas, considerando z = x + 1y € (), la ecuacion del enunciado se puede
reescribir como:

au(z,y) +bo(z,y) =c  V(z,y) €Q

Derivamos con respecto a x y y la ecuacién anterior, obteniendo:

ou ov
a%(x,y) + b%($5y> - 07
ou ov
aa—y(ﬂﬁ, y) + ba—y(m, y) = 0.

Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, reescribimos las ecuaciones anterio-
res usando solo las derivadas parciales respecto de x:

ou ov
a%(x,y) + b%(l’,y) - 07
ou ov
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Este se trata de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo con matriz de
coeficientes:

b

Por tanto, sabemos que, para cada (z,y) € €2, la uinica solucién es la trivial. Es
decir:

M = (“ _ba) = |M|=—(a*+b*) #0

ou ov

Por tanto, tenemos que:
¢ . ou v
flatiy) = -(z,y) +ig-(z,y) =0 V(z,y) €

ox o
Por tanto, como f € H(2) y © es un dominio, tenemos que f es constante en .

Ejercicio 1.3.5. Sea Q un dominio y f € H(f2). Probar que si f € H(f2), entonces
f es constante.

Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann: Definimos las funciones u, v : 2 —
R dadas por:

u(z,y) = Re f(z +iy), Y(x,y) € 0,
v(z,y) =Im f(z +iy), V(z,y) € Q.

Como f € H(Q2), u,v son diferenciables en ) y, ademés, se verifican las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann en todo €). Esto es:

ou ov
%(l’,y) - 8_y(xay>7
ou ov

a_y(x7y) = —%(Q?,y).

Escribimos ahora la funciéon conjugada de f:

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y) = u(x,y) —iv(z,y) V(z,y) € Q.

Por tanto, como f € H(f2), también se verifican las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en todo €2 (teniendo en cuenta ahora el cambio de signo):

ou ov
%(x’y) - _a_y('ray)u
ou ov

Uniendo las 4 ecuaciones, deducimos que:

ov ou ou
ou ov ov

a_y(xay) = %(l‘?y) = —%(‘%,y)
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Por tanto, tenemos para cada (x,y) € Q:

ou
%(Z', y) 07
ov
Por tanto, se tiene que:
/ . ou Ov
flae+iy) = o—(z,y) +iz—(z,y) =0  V(z,y) €

ox or

Por tanto, como f € H(2) y 2 es un dominio, tenemos que f es constante en
Q.

Usando un resultado teérico: Como f, f € H(f), tenemos que:

f+r

Re f = 5

€ H()

Como ademés sabemos que Im(Re f) = 0, en particular es constante y, por
tanto, Re f es constante.

Como f € H(Q) vy Ref es constante, tenemos que f es constante (como
querfamos demostrar).

Ejercicio 1.3.6. Sea Q un dominioy f € H(2). SeaQ* ={Z |z € Q}y f*: Q* - C
la funcion definida por:

f*(z) = f(z) paratodo z € Q.
Probar que f* € H(Q").
En primer lugar, hemos de ver que 2* es abierto. Definimos la siguiente aplica-
cién:
T: RZ — R2
(r,y) — (2, —y)

Vemos que 7" es un homeomorfismo entre espacios topolégicos, y T'(€2) = Q*. Por
tanto, (2* es abierto.

Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann: Definimos las funciones u, v : 2 —
R dadas por:

u(z,y) = Re f(z +1iy), V(z,y) € Q,
v(z,y) = Im f(x + iy), V(x,y) € Q.

Tenemos por tanto:

flx+iy) =u@,y) +iv(z,y),  V(zy) e,
flx+iy) = f(x —iy) = u(z, —y) +iv(z, —y),  V(z,y) €,
fflea4iy)=f (ZE + zy) =u(x,—y) +iv(z, —y) = u(z, —y) — wv(x, —y), V(x,y) € Q.
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Definimos ahora las funciones uv*, v* : * — R dadas por:

u*(z,y) = Re f*(z + iy) = u(z, —y), V(z,y) € QF,
v (z,y) = Im f*(z +1iy) = —v(x, —y), V(z,y) € "

Calculamos las derivadas parciales de u*, v*. Para cada (z,y) € 2*, tenemos:

ou* ou
%(l’,y) - %(l', _y)a
ou* ou

ay (1',9) _a (iL‘, y)>
ov* ov

ox (Ilf, )_—%([E, y)7
ov* ov

Por un lado, como f € H(f2), tenemos que las derivadas parciales de u,v son
continuas en () y, ademads, se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
todo €2. Sabiendo esto, comprobemos ahora que u*, v* son también diferencia-
bles en Q*. Para ello, fijado (z,y) € Q*, tenemos que (z,—y) € ; y como
las derivadas parciales de u, v son continuas en €2, tenemos que las derivadas
parciales de u*, v* son continuas en 0*; por lo que u*, v* son diferenciables en
2*. Veamos ahora que se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann en 2*.
Para cada (z,y) € Q*, tenemos:

ou* ou ov ov*
a—x(fﬁay) = (9—33(%, —y) = a—y(% —y) = a—y(:c,y),
ou* ou ov ov*
a—y(ﬂ%y) = —a—y(% —?J) = %(IB, —y) = —%(%Z/)-

Por tanto, se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en Q*, por lo que
f* € H(2). De hecho, tenemos que:

ou* ov* 0 0 -
() (etiy) = S(@y)+ig—(a,y) = (o, —y) =i (e, —y) = Ple—iy)  V(x,y) € 2"

Por tanto, se tiene que f* € H(Q*), con:

(f)(a) = f'(@)  VaeQ

A partir de la definiciéon: Sea a* € Q*, de forma que tenemos a € () tal que
a* = a. Calculamos el limite:

P ) T @ T @ FE) )
2¥ ¥ Z* _ a* 2*—sa* Z* _ a* 2¥sa* Z* — a* 2¥—sa* Z* _ a*
_ g L)@
z*—a* ¥ —a
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Para todo z* € Q*, tenemos que z* € Q. Ademds, usando que la conjugacién
es una funcion continua en C, tenemos que:
fr(z") — fr(a) f(zF) = f(a)

, T I —
tin DT g LD - @)

donde la iltima igualdad se debe a que, si 2* € Q*, entonces 2* € Q. Por tanto,
como dicho limite existe, tenemos que f* € H(Q*), con:

(@) =F@) Vo eq

Ejercicio 1.3.7. Probar que la restriccién de la funcion exponencial a un subcon-
junto abierto no vacio del plano, nunca es una funcién racional.

La funcién exponencial es la funcion siguiente:

f: C — C
z — e = f(2) = ef*(cos(Im 2) + i sen(Im z))

Supongamos que existe un subconjunto abierto no vacio 2 C C tal que f g €8

una funcién racional. Por tanto, existen p,q € P(£2), con ¢(z) # 0 para todo z € €,
tales que:

f(z):% Vz e QL

Por un lado, sabemos que la derivada de la exponencial es ella misma, luego:

f’(z):f(z):% Vz € Q.

Por otro lado, empleando la regla de la derivada de un cociente, tenemos que:

o P(2)a(z) —p(2)d (2) s
f(z) = 20 Vze Q.

Igualando ambas expresiones obtenemos, para todo z € €:

p(z) _ P (2)a(z) — p(2)d'(2)
q(2) ¢*(2)
p(2)q(2) = p'(2)a(z) — p(2)d'(2) (1.4)

Usaremos ahora los siguientes conceptos. Dados dos polinomios cualesquiera
p,q € P(C), se tiene que:

(1.3)

degpq = degp + degq,
deg(p + ¢) < max{degp, degq},
deg(p — ¢) < max{degp,degq},

dea 1) degp—1 si degp>1,
e =
&P 0 si degp = 0.

Veamos ahora que p, ¢ no son constantes.
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= Supongamos que ¢ es constante:

Entonces, f € P(Q). Por tanto, 3n € N tal que f(™(z) = 0 para todo z € Q.
No obstante, sabemos que esto no es cierto, ya que f™(z) = f(z) # 0 para
todo z € €). Por tanto, ¢ no puede ser constante.

= Supongamos que p es constante:

Sabemos que p no es nulo, ya que f(z) # 0 para todo z € 2. Ademés, p/'(z) =0
para todo z € €. Por tanto, la ecuacién (1.4) se reduce a:

p(2)q(2) = —p(2)q (2) = q(2) = =¢'(2)  VzeQ

Por tanto, como deg ¢ = deg ¢/, tenemos que ¢ es constante (algo que ya hemos
visto que no puede ser). Por tanto, p no puede ser constante.

Por tanto, tenemos que:

Por tanto, tenemos que:

deg(p'q — pq') < degp+degq — 1 < degp + deg g = deg(pq)

Por tanto, la ecuacién (1.4) no puede cumplirse para ningtin par de polinomios
p,q € P(Q). Por tanto, la funcién exponencial no puede ser racional en ningin
subconjunto abierto no vacio del plano.
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1.4. Funciones analiticas

Ejercicio 1.4.1. Calcular el radio de convergencia de las siguientes series de poten-

cias:
1. Z n—;z"
n>1 n
Para cada n € N, definimos:
n!
Ay = ﬁ;

Con vistas a aplicar el criterio del cociente para sucesiones, consideramos el
siguiente cociente:

ny1  (n+1) " (n+1)n" n \"
a,  (n+1)ntt pl o (1)t \n+1

Como la base tiende a 1 y el exponente diverge positivamente, aplicamos el
criterio de Euler, y tenemos:

Qi1 i n , n—n-—1
=exp | lim n —1l)|=exp|limn| ——— || =
n—oo  (y, n—o0 n-+1 n—o0 n+1

lim
— 1
:exp[h'm n}:e_lz—
n—oomn + 1 e

Por tanto, por el criterio del cociente para sucesiones y por la Formula de

Cauchy-Hadamard, tenemos que:
1

Wan) >~ = R= =

2. 222"

n>=0
En primer lugar, vemos que no se trata de forma directa de una serie de
potencias. No obstante, definimos la siguiente sucesién {a,, }:

1 sinespar
Oy = . .
0 sin esimpar

De esta forma, tenemos que:

g 22”25 2"

n=0 n=>0

Estudiamos por tanto la sucesién { /&, } = {«, }. Tenemos en primer lugar que
no es convergente, por lo que no podemos considerar su limite. No obstante,
tenemos que esta acotada, por lo que consideramos su limite superior:

limsup{ ¥/, } = limsup{a,} = lim sup{ax | £ > n} = lim sup{1,0} =sup{1,0} =1
n—oo n—oo

Por tanto, por la Férmula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:
1 1

R = S
limsup{ /a,,} 1
32
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3. Z on

n=0

De nuevo, no esta en la forma de una serie de potencias. No obstante, definimos
en primer lugar el siguiente conjunto M:

M ={n!|neN}=1{01,2624,...}
que claramente es infinito.

De esta forma, definimos la sucesién {«, }:
2" sineM
Qp = .
0 singM

Por tanto, tenemos que:

2 sineM
nan:
0 sin¢g M

Por tanto, para cada n € N, tenemos:
sup{Vax | k > n} =sup{0,2} =2  VneN
Por tanto, el limite superior de la sucesién { /a,,} es:

lim sup{ W/, } = lim sup{¥/ay, | k > n} = lim 2 =2
n—oo n—o0

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:
1 1

R = -
lim sup{ /o, } 2

4.3 B4 (1)

n=0

Definimos la sucesion {«,, }:
a, =B+ (-H)M)"
Por tanto, la sucesion { {/a,} es:
Va, =/ B+(=D)")" =3+ (-1)" Vn € N
Vemos que no es convergente, pero si esta acotada, puesto que:

4 sin es par

-

2 sin esimpar
Por tanto, podemos considerar el limite superior de la sucesién { /s, }:
lim sup{ {/a,,} = lm sup{¥ax | k > n} = lim sup{2,4} =4
n—00 n—00

Por tanto, por la Férmula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:
1 1

R = S
limsup{ v/a,} 4
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5. Z(n—{—a")z" con a € Rt
n=0
Definimos la sucesién {«, }:
a, =n+a"

Es directo ver que |, | = a, para todon € N. Para estudiar la sucesién { /o, }
empleamos el criterio del cociente para sucesiones:

n 1 n+1 . ) 1
a+1:n+ +a :n+aa+ Vn e N

Oy, n -+ a” n -+ a” n -+ a™

Independientemente del valor de a € R™, tenemos que:

1
{ }—>O
n-+a"

Para el otro sumando, distinguimos en funcién de los valores de a:

= Sia =1, tenemos que:
cam 1
{M}Z{H }:{1}%1
n—+a" n+1

Por tanto, por el Criterio del Cociente para sucesiones, tenemos que:

Tl 1 40=1= {an} — 1
Ay,

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:

1 1

R: :—:1
limsup{ /o, } 1
= Sia <1, tenemos que:
an
. ]_—|—CL—
M}: N G
n+a” 1+G_
n

Por tanto, por el Criterio del Cociente para sucesiones, tenemos que:

{a"+1}—>1:>{c/a_n}—>1

Qp

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:

1
R = =
lim sup{ v/, }
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= Sia > 1, tenemos que:

n

{n—l—a-a"} praaal
—_— = —a
n+a"

Z 41
an

puesto que {aﬂn} — 0. Por tanto, por el Criterio del Cociente para suce-
siones, tenemos que:

Qp

{O‘”“}—>a:>{¢/a—n}—>a

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:
1 1
R pu— " = —
limsup{ /a,} @

2
6. g a® 2" cona e C
n=0

Definimos la sucesién {«, }:
2
o, = a"”

Tenemos que:

Vol = flal* = la]"  VneN
Por tanto, distinguimos en funcién de los valores de |al:
» Si|a| < 1, tenemos que:
iz, /] =l fal” =0
Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:
R =00
= Si |a|] =1, tenemos que:

lim {/]a,| = lim 1 =1
n—oo

n—o0

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:
R=1
= Si |a|] > 1, tenemos que:
{ VIeul} = {lal"}

Supongamos que dicha sucesion esta mayorada; es decir, que existe M €
R* tal que |a|® < M para todo n € N. Entonces:

la|" < <= nlnja| <InM <= ngl il
n\|a
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In M
In |a]
suposicién. Por tanto, la sucesion no estda mayorada.

Tomando N = [ + 1—‘ , tenemos que |a|Y > M, lo que contradice la

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:
R=0

Ejercicio 1.4.2. Conocido el radio de convergencia R de la serie Z a, 2", calcular
n=0
el de las siguientes:

1. ananz” con k € N fijo.

n=0
Opcion 1. Distinguir casos
Definimos la sucesién {5, }:
B, = nFa, VYn € N

Sea R el radio de convergencia de la serie a estudiar. Distinguimos en
funcion de los valores de R:

» S5i R = 0, tenemos que la sucesion { Y/ \anl} no esta mayorada. Por

tanto, la sucesién:
(Vi) - { v - {9

Supongamos ahora que la sucesion { | ﬁn]} esta mayorada; es decir,
que existe M € R* tal que {/n*|a,,| < M paratodon € N. Entonces,
para todo n > 1:

M "
Unkla,| < M <= V]an| < —= <M <= Vnt>1 < nF>1

Por tanto, llegamos a que la sucesién {\”/|an|} estd mayorada, lo

que contradice la hipdtesis. Por tanto, la sucesién { /| ﬁn|} no esté
mayorada, por lo que: B
R=R=0
= Si R = o0, tenemos que { v/ |ozn|} — 0. Calculemos en primer lugar

el limite de la sucesién {\/" nk

sucesiones:
1)k 1\*
{W}:{(ML_) }_>1’€:1
n n

Por tanto, tenemos que { V nk} — 1. Por tanto, la sucesion { Y/ ﬁn]}

(YTl = (vl = 1-0=0

Por tanto, por la Férmula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:

R=c0x=R

H—/

usando el criterio del cociente para
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» Si R € R™, tenemos que lim sup { Y/ |Oén|} = 1/R.
Aunque si bien es cierto que el limite superior del producto de dos
sucesiones acotadas no tiene por qué ser el producto de los limites
superiores, si una de las sucesiones es convergente, entonces si se
cumple!. Por tanto, tenemos que:

h’msup{m} = h’msup{WW} =

1 1
= lim Vnk -1l {n n}zl._:_
Iim V- lim sup \vale™ =R

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:
~ 1
R = =R

lim sup { {”/m}

Opcion 2. Emplear un lema tedrico

Mediante induccién, demostraremos que, para cada k € N U {0}, la si-
guiente serie tiene radio de convergencia R:

E n*a,, 2"
n=1
Comprobemos entonces dicha induccién:

» Caso base: k = 0. La serie a estudiar es la de partida (a excepcién
del primer término), por lo que el radio de convergencia es R.

» Hipdtesis de induccion: Supongamos que la siguiente serie tiene radio
de convergencia R:

g nFa,, 2"

n=>1

= Paso inductivo: Demostrémoslo para k+ 1. Por el Lema del Radio de
Convergencia de la Serie derivada término a término, tenemos que el
radio de la serie siguiente es R:

E :n/.nkanznflzz E nk+1anznfl

n=>1 n=1

Al multiplicar el término general de una serie por un nimero z € C*,
el radio de convergencia se mantiene, puesto que:

{p e R : {|an|p"} estd acotada} = {p € RT : {

2zl | p"} estd acotada}

Por tanto, el radio de convergencia de la siguiente serie es R:

E :nk+1anzn

n>1

LConcepto que no demostramos por ser materia de Calculo I.
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Por tanto, por induccion, tenemos que el radio de convergencia de la serie
a estudiar es R para todo k € NU {0}.

2. Z %z”
n!

n=0

Definimos la sucesién {3, }:

Sea R el radio de convergencia de la serie a estudiar. Distinguimos en funcién
de los valores de R:

» Si R € RT U {00}, tenemos que la sucesién {\"/]an\} estd mayorada.
Calculamos ahora el siguiente limite:
V(n+1)! n! 1

nh—glo 1/n) :7}1—{20 (n+1)! :nh—glon—i—l =0

Por tanto, por el Criterio del Cociente para sucesiones, tenemos que:

1
{ \ —} — 0
n!
Por tanto, tenemos que:

({5} - { il -

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:

R= o0
= Si R =0, tenemos que la sucesion { y/ |an]} no esta mayorada. Por tanto,

no podemos garantizar nada sobre R, puesto que pueden darse las tres
casuisticas. Veamoslo:

e Si o, = (n!)?, tenemos que:

Vigd = /L =

Empleamos ahora el criterio del cociente para sucesiones:

{2 — e )

n!

Como la sucesiéon {(n + 1)} diverge positivamente, entonces la su-
cesion {\”/ ﬂn} = {\”/n!} también diverge positivamente. Por tanto,

por la Férmula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:

R=0
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e Fijado A € R*, si a, = A"n!, tenemos que:

(v} =i = ()=

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:

<1
R=-=
A\

e Si o, = V/n!, tenemos que:

(i) () (5ad

Por tanto, por la Formula de Cauchy-Hadamard, tenemos que:

R =00

Ejercicio 1.4.3. Caracterizar las series de potencias que convergen uniformemente
en todo el plano.

Fijado a € C, definimos la siguiente funcién para cada n € NU {0}:

fn: C — C
z — aup(z—a)”

Consideramos ahora la serie de potencias 5 fn. Definimos el siguiente conjunto:
n=0

A={neNU{0}|a, #0}

Veamos que la serie converge uniformemente en todo el plano si y solo si A es
finito.

—) Por el reciproco, supongamos que A es infinito; y veamos que la serie no
converge uniformemente en todo el plano. Para ello, comprobaremos que el
término general de la serie no converge uniformemente a la funciéon nula en
todo el plano.

Por reduccion al absurdo, supongamos que el término general de la serie con-
verge uniformemente a la funciéon f nula en todo el plano. Consideramos la
siguiente sucesion:

2n =0 sing A

1\
zn:a+(—) sine A

Por tanto, tenemos que:

fa(zn) = an(zn — a)" = ay <<ain>/>n = a, (ain) -1 VneA
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Por tanto, para todo n € A, tenemos que:
folzn) — flzn) =1—-0=1

Como A es infinito, entonces tenemos que {f,(2,) — f(z,)} no converge pun-
tualmente a la funcién nula en todo el plano, por lo que hemos llegado a una
contradiccion y el término general de la serie no converge uniformemente a la
funcién nula en todo el plano. Por tanto, la serie no converge uniformemente
en todo el plano.

<) Supongamos ahora que A es finito. Si A = (), entonces se tiene trivialmente la
convergencia uniforme de la serie en todo el plano (a la funcién nula). Supon-
gamos ahora que A # (). Sea entonces m = 1 + max A (podemos considerar el
maéximo, puesto que es finito). Por tanto:

d h)| =D 0-(z—a)

Ve e RT n>=>m= =0<e VzeC

Por tanto, la serie converge uniformemente en todo el plano.

Ejercicio 1.4.4. Estudiar la convergencia puntual, absoluta y uniforme, de la serie

> fu donde:

n=0
z—1
fa(2) = <Z+1

Definimos la siguiente funcion auxiliar:

) para todo z € C\ {—1}

p: C\{-1} — C

Z_
z+1

zZ

Por tanto, tenemos que nuestra serie a estudiar es:

> (=)

n=0

Estudiamos en primer lugar la convergencia absoluta de la serie geométrica de
razén ¢(z). Sabemos que converge absolutamente (y por tanto puntualmente) en
cualquier z € C tal que ¢(z) € D(0, 1), mientras que no converge (ni puntualmente)
en cualquier z € C tal que p(z) ¢ D(0, 1). Tenemos que:

0(2) € D(0,1) <= |p(2)| <1 <= |z—1|<|z+1] &= |z-1 < |z+ 1] <=
—= z-1)Z-1)<(=+1)EZ+1) =
<= |z +1—2Re(2) < |z]* + 1 +2Re(z) < Re(z) >0
Por tanto, definimos el siguiente conjunto:

H ={z€ C|Re(z) >0}
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Por tanto, la serie converge absolutamente (y por tanto puntualmente) en H, y
no converge (ni puntualmente) en C\ H.

Estudiamos ahora la convergencia uniforme de la serie. Razonemos en primer
lugar sobre compactos. Sea K C H compacto. Por ser ¢ continua, tenemos que
©(K) C D(0,1) es compacto, por lo que la serie converge uniformemente en K.

Supongamos ahora () # A C H no necesariamente compacto, y supongamos
que la serie converge uniformemente en A. Por ser condiciéon necesaria, tenemos
que la sucesién {(¢(z))"} converge uniformemente a la funcién nula en A. Por los
conocimientos sobre el término general de una serie geométrica, como esta converge
uniformemente a la funciéon nula en A tenemos que r < 1, donde r se define como:

r=sup{lp(z)| | z € A} <1

Por tanto, ¢(A) C D(0,r). Veamos ahora que ¢ es inyectiva en H. Para ello,
consideramos dos elementos 21, 2z € H tales que ¢(z1) = ¢(z2). Entonces:

z21—1  z—1
2+l zmtl
= 219+ —2m—1=z1294+20—21 —1 <
= 21— =2 — 2 = 21 =2

©(z1) = @(20) <= — (a1—1)(z+1)=(22a—1)(z1+1) <=

Por tanto, tomamos imégenes inversas, y llegamos a que:
AcC e (D(0,r) ={z € Cllp(z)| <7}
Veamos cémo es este conjunto. Tenemos que:

z—1
z+1
< [z +1—2Re(2) <7*(]2]* + 1 + 2Re(2)) <=
= 1=z + (1 =7 =2Re(2)(1+7*) <0 <=
1+ 72

. <0

1—r2

()| <7 =

'Sr = |z 1P <Pz + 1) =

< |z|* +1—2Re(2)

Consideramos ahora z = z 4+ 1y € C, y tenemos que:

1 2
olx+iy)| <r <= 2 +9y°+1—-22- T <0 <=
1 — 2
-
1+ r? 14r2\? 147r2\?
2 2
<:>x—2x-1_rz+(1_rz) — T2 +y°+1<0 <

1+r2\? ) 1+72\?
<~ (x_l—ﬂ) +y° < 2 -1

Por tanto, tenemos que:

— [ 1+ 1+7r2\?
AcCcD: =D —1
= 1—r27\/(1—r2>

41




Variable Compleja I 1.4. Funciones analiticas

Este conjunto esta bien definido puesto que:

1+r2)\?
<1t:2> —1>0 <= 14r2>1-1r> < r>0

Veamos ahora que D C H. Para ello, consideramos z € D, y tenemos que:
1+ 72

o (L 2 1 —
—T2 1—7“2
1+ 172 1+7? 1+ 172
:>]z\2+!74_r2j—2~1_T2-Re(z)< —3) — 1=

1—7r% 1
c=>0=—=z€ H
1472 2 N

z€D— |z —

—> Re(z) > ([2[*+1) -

Por tanto, hemos llegado a que A C D C H, siendo D compacto. Por tanto,
supuesto que la serie converge uniformemente en A, hemos llegado a que A estd
contenido en un compacto (en el cual ya sabfamos que la serie converge uniforme-
mente). Por tanto, tenemos que, dado A C H:

Z fn converge uniformemente en A <= 4K C H compacto tal que A C K

n=0
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1.5. Funciones Elementales
Ejercicio 1.5.1. Sea f : C — C una funcién verificando que
flz4+w)=f(z)f(w) Vz,weC

Probar que, si f es derivable en algin punto del plano, entonces f es entera. Encon-
trar todas las funciones enteras que verifiquen la condicién anterior. Dar un ejemplo
de una funcién que verifique dicha condiciéon y no sea entera.

Sea zy € C, y supongamos que f es derivable en zy. Por ser derivable en z,
tenemos que:

donde en (%) hemos usado la propiedad de f. Caben dos casos:
= Si f(z0) =0, entonces:
f(z2)=f(z0+(z—20)) = f(20)f(2 —20) =0 VzeC
Por tanto, f es la funcién nula, por lo que f € H(C).

» Si f(29) # 0, entonces:

S =1 (=)
}lg% h a f(#0) <

Veamos ahora que f es entera. Fijado z € C, se tiene:

h—0 h h—0 h h—0  h f(20)

Por lo tanto, f € H(C).

En cualquier caso, f es entera. Veamos ahora f € H(C) cumple la condicién del
enunciado si y sélo si, f =0 o f(z) = ¢** para algin \ € C.

—) Sea f € H(C), y sea zp € C, por lo que f es derivable en z;. Por lo visto
anteriormente, o bien f es la funcién nula, o bien f(zy) # 0 y se tiene:

J'(#0)
f(zo)

f'(z) = f(z)- vzeC

Definimos \ = J;/((js)) € C, y sea la siguiente funcién:

g: C — C
z — f(z)e™™*
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Sabemos que f € H(C), con:

g(z) = () = Af(z)e™ = (f'(x) = Mf(2)) =0  VzeC

Por tanto, g es constante. Tenemos que:
9(0) = f(0)e™*? = f(0)

Por lo que g(z) = f(0) para todo z € C. Por tanto lado, de la ecuacién del
enunciado, tenemos que:

f(20) = f(20+0) = f(20)f(0) = f(0) =1
Por tanto, g es la funcién constante 1, y se tiene que:

l=g(z)=f(rle™ = f(z) =e¥ VzeC

<=) Sea f(z) = ¢**, con A € C. Entonces, se tiene que:

flz4w) =T = A2ed — £() f(w) Vz,w e C

Buscamos ahora un ejemplo de funcién que verifique la condiciéon del enunciado
y no sea entera. Para ello, necesitamos encontrar una funciéon que, en primer lu-
gar, verifique la condicién del enunciado, y que ademas no sea entera. Definimos la
funcién siguiente:

f: ¢ — C
z — €7

Veamos en primer lugar que f verifica la condicion del enunciado. Para ello, sea
z,w € C, y tenemos que:

flz+w) = = 7 = ¢%e¥ = f(2)f(w)
Supongamos ahora que f € H(C), y definimos la exponencial:

g: C — C
z — €f

Como f,g € H(C), se tiene que fg € H(C). Veamos cuédl es la funcién fg:
(Fa)(2) = (2)ale) = 7o =+ =0 vze

Como C es un dominio y Im(fg) = 0 constante, entonces fg es constante. No
obstante, vemos que:

e = (f9)(2) # (f9)(0) =™ =1

Por tanto, fg no es constante, llegando a una contradicciéon. Por tanto, f no es
entera, y se tiene lo buscado.
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Ejercicio 1.5.2. Calcular la imagen por la funciéon exponencial de una banda ho-
rizontal o vertical y del dominio cuya frontera es un rectangulo de lados paralelos a
los ejes.

Sean a, b, c,d € R tal que a < by ¢ < d. Consideramos:
= La banda vertical siguiente:

O ={z€C:a<Rez<b} =]ab xR

= La banda horizontal siguiente:

Q={z€eC:c<Imz<d} =R x[¢,d]

= El rectangulo siguiente:

Qy={2z€C:a<Rez<bec<Imz <d} =la,b] X [c,d =2 NQy

Definimos ahora la funcién siguiente:

f: C — C*
z — €

Calculamos la imagen de cada uno de los dominios anteriores:
= La imagen de la banda vertical €2, es:
f)={e:2eN}={"":a <2 <byeR}
={e"e" a <z < bycR}
Veamos por doble inclusiéon que:
f() ={w € C:|w| € [e*, ']}

C) Sea w € f(£), entonces existe x € [a,b] y y € R tal que w = e*™¥. Por
tanto, se tiene que:

|ty a b
- - )
lw| = |e | =e € [e*, ¢e’]

D) Sea w € C tal que |w| € [e% €’]. Entonces, y definimos x = In|w|, y
y = argw. Por tanto, se tiene que:

f([)? +Zy) — e:c-‘riy — 6$eiy — |w|€iargw - w
Por tanto, w € f(£24).

Por tanto, se tiene que f(£21) es el anillo del plano complejo delimitado por
las circunferencias de radio e y e’ centradas en el origen.
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= La imagen de la banda horizontal €25 es:

f)={e":z2e Wy ={"": 2R, c<y<d}
={e"eV: 2 cRc<y<d} =
={e"(cosy +iseny):x € Rc<y<d}

Vemos por tanto que f(£23) son los puntos del plano complejo que forman un
sector angular del plano complejo delimitado por el origen y los angulos ¢ y
d. Si [c,d] parametriza toda la circunferencia (es decir, I(c,d) = d — ¢ > 2m),
entonces f(€y) = C*. En caso contrario, serd el sector angular correspondiente
a la parametrizacién realidada por [c, d].

= La imagen del rectangulo (23 es:
f(23) = f(Q21 N Q) = f() N f($22)

Por tanto, se trata de la region del plano compleja delimitada por las cir-
cunferencias de radio e® y €, y los dngulos ¢ y d. Si I(c,d) > 2, entonces
f(23) = f(21). En caso contrario, se trata del sector angular delimitado por
los dngulos c y d y las circunferencias de radio e y €.

Ejercicio 1.5.3. Dado 0 € |—m,x], estudiar la existencia del limite en +oo de la
funcion siguiente:
p: RY — C
ro— e’

Tenemos que:

‘ re?®y _ rcosf

|o(r)] = le

Distinguimos casos:
» Si 6 € ]|—m/2,7/2[, entonces cosf > 0, y se tiene que:

s o / rcosf __
Al = L e = oo

Por tanto, ¢(r) — oo cuando r — +o0.

» Sif€]—m,—7/2[U]7/2, 7], entonces cosf < 0, y se tiene que:

/ o 7 rcosf __
AR el = T e =0

Por tanto, lim ¢(r) = 0.

r—+00
= Si 0 = +£7/2, entonces cosf = 0, y se tiene que:

7"67’9

=0 =0 =1 Vr € RY

lp(r)] = le
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Por tanto, hemos de estudiar la funcién completa para ver si tiene limite. En
este caso, se tiene que:

@(7') — ere‘ — eirsen@ Vr e R+

Vemos facilmente que no tendra limite pues recorre la circunferencia de radio
1 centrada en el origen en sentido antihorario, pero demostrémoslo. Conside-
ramos las dos siguientes sucesiones:

{rn} ={2mn} vy {sn} ={(@2n+1)7}

Se tiene que {r,} — +o0y {s,} = +00. Ademds, para cada n € N, se tiene
que:

fp(ra)} = {0y = 1
fplsn)} = {e* =20} = -1

Por tanto, por la unicidad del limite, se tiene que ¢(r) no tiene limite cuando
r — 400.

Ejercicio 1.5.4. Probar que si {z,} y {w,} son sucesiones de niimeros complejos,
con z, # 0 para todo n € Ny {z,} — 1, entonces

{wp(z, — 1)} = A€C = {z,""} = ¢

Para cada n € N, sabemos que:

W, wn, log zn,

“n

=€

Calculamos por tanto el limite de la sucesién {w,logz,}. Como {z,} — 1,
dng € N tal que, para n > ng, se tiene que z, € D(1,1). Adem4s, se tiene que:

= (_1)m+1 m S (_1)m+1 m
log z, = log 1 + E —— (2, —1)" = E — (2, — 1) VYn = ng
m m
m=1 m=1

De esta forma, para cada n > ng, se tiene que:

S~ )™ = (2 — 1) —<_1731m+ (2 — 1)1

—_

m

(o — 1) (1+§;<—1_>m+l(zn_1)ml _

= wy(z, — 1) (1 + Z % (2 — 1)m)

Calculamos ahora el radio de convergencia de dicha serie de potencias.

R R
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Por tanto, sabemos que dicha suma es continua en cada compacto K C D(1,1),
y por el caracter local de la continuidad se tiene que dicha suma es continua en
D(1,1). Por tanto, se tiene que:

o S~ D = ()2 R S A
nffoo; m+1 mz::l m+1 <ng§o('zn)_ ) _mz::l m+1

Por tanto, como el limite de dos sucesiones convegentes es el producto de sus
limites, se tiene que:

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o 1

m+2
lim w,logz, = lim wy(z, —1)- lim <1—|— g +1 —1)m> =A-(1+0)=2A\
m

Por tanto, como la exponencial es una funciéon continua, se tiene que:

A

n—-+oo n4+Hx

lim 2" = lim e“"'%8* = exp
n—+00

lim w, log zn) =e
Ejercicio 1.5.5. Estudiar la convergencia puntual, absoluta y uniforme de la serie

de funciones
§ e—nzz

n=>0

Definimos las funciones siguientes:

f: ¢ — C
z — e
p: C — C
z o— e
De esta forma, tenemos que la serie pedida es:
—n22 n
D fa2) =D e =) ()
n=0 n=0 n=>0

Por tanto, estamos considerando una serie geométrica de razén ¢(z). En primer
lugar, sabemos que esta converge puntualmente en D(0,1).

lo(2)] =
Definimos por tanto el siguiente conjunto:

H = {z € C:Im(2)* — Re(2)* < 0}

Re(=2%) — ¢~ Re(*) — oxp(Im(2)? — Re(2)?) <1 <= Im(2)?> — Re(2)? < 0

Por lo conocido sobre la serie geométrica, sabemos que la serie converge absolu-

tamente (y por tanto puntualmente) en H, y no converge (ni siquiera puntualmente)
en C\ H.

Estudiamos ahora la convergencia uniforme de la serie. Razonemos en primer lu-
gar sobre compactos. Sea K C H compacto. Entonces, por ser ¢ continua, se tiene
que p(K) C D(0,1) es compacto. Por tanto, la serie converge uniformemente en K.

Supongamos ahora () # A C H no necesariamente compacto. Veamos que la serie
converge uniformemente en A si y solo si r = sup{Im(z)? — Re(z)?: z € A} < 0.
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<=) Supongamos que 7 = sup{Im(z)? — Re(z)?: 2 € A} < 0.
lp(2)[" = (exp(Im(2)® — Re(2)%))" < (¢")" Vze A

Como r < 0, se tiene que ¢” < 1, y por tanto la serie geométrica > (e")" con-
n=0

verge. Por tanto, por el Teorema de Weierstrass, se tiene que la serie converge
uniformemente en A.

—) Como A C H, no es posible que r > 0. Por tanto, supongamos r = 0. Por
tanto, para cada n € N, existe z, € A tal que:

1
Im(z,)? — Re(z,)? > ——
n

Por tanto, se tiene que:

l(zn)| = exp(Im(2,)* — Re(z,)?) > exp (—%) Vn e N

Como {exp (~1/n)} — 1, se tiene que {|p(z,)|} no converge a 0. Por tanto, la

serie Y (2,)"™ no converge uniformemente en A.
n=0

A partir de lo anterior, vemos que la serie no converge uniformemente en H. En
efecto, para cada n € N, consideramos la sudecion siguiente:

(o) = {%} CH

Por un lado, tenemos que 0 es un mayorante de {Im(z)?—~Re(2)? : z € H} y, ademas,
se tiene que {Im(z,)* — Re(z2,)*} = {~1/n2} — 0, entonces:

sup{Im(z)®> —Re(2)*: 2 € H} =0
Por tanto, la serie no converge uniformemente en H.

Ejercicio 1.5.6. Dados a, b, c € T, probar que son vértices de un triangulo equilate-
ro si, y sélo si, a + b+ c = 0.

=) Supongamos que a,b, ¢ € T son vértices de un tridngulo equildtero. El origen
del plano complejo es el centro T, y por tanto también el centro del tridangulo
equilatero. Como el dngulo interior del tridngulo equilétero es de 27/3, sabemos
que:

2

arg a + ?ﬂ € Argb
4

arg a + ?ﬂ € Argc

Por tanto:

CL+b+C: 6iarga + ei(arga—i-%r) _i_ei(arga-l—%”)

:ezarga<1+ez3 +613)

= glarge (1 + (—% + z\?) + <—% - z?))

— etar8a . () = ()
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<=) Supongamos que a + b+ ¢ = 0, y buscamos « € C tal que a, b, c sean raices
cubicas. Es decir, buscamos « € C tal que:

3

A =a=0=

Por tanto, para cada z € {a,b, c}, buscamos « € C tal que:

(z—a)(z—b)(z—c)=2*—a

Calculamos el polinomio de la izquierda. Para cada z € C, se tiene que:
(z—a)(z—b)(z—c)=2*—(a+b+c)z* + (ab+ bc + ca)z — abe
=23+ (ab + be + ca)z — abe
Como a, b, c € T, se tiene que |a| = [b] = |c[ = 1. Elevando al cuadrado, vemos
que aa = bb =¢c = 1, y por tanto:

ab—+be+ ca = ccab—+aabe+ babe = (6+5+E) abc=a-+b+c-abc=0-abc=0

Por tanto, se tiene que:

(z—a)(z—b)(z—c)=2*—abc VzeC

Evaluando en z € {a, b, c}, se tiene que:

3

0=a>—abc=0%—abc=c —abce = a* = b*> = & = abe

De esta forma, hemos visto que a, b, ¢ son raices ciibicas de a = abe. Por tanto,
como [(abc)'?] es finito con tres elementos, se tiene que:

[(abe)”*] = {a,b, c}
Ademds, sabemos que [(abc)”?] son los vértices de un tridngulo equildtero

inscrito en la circunferencia de radio |abc| = 1. Por tanto, forman un tridngulo
equilatero.

Ejercicio 1.5.7. Sea ) un subconjunto abierto no vacio de C* y ¢ € C(2) tal que
©(2)? = z para todo z € ). Probar que ¢ € H(Q) y calcular su derivada.
Sea a € (). Buscamos calcular la derivada de ¢ en a, pero veamos antes que
©(a) # 0. En efecto, si p(a) = 0, entonces se tiene que:
a=¢(a)?=¢a) pa)=0-0=0=a=0¢QCC
Por tanto, ¢(a) # 0. Tenemos por tanto que:

a) = 1im PE) = 9la) ) 9(2) —pla)
G ) Ok
— m p(2) = pla) VRN _ 1

= (p(2) = p(a))(p(2) +pla))  =map(z) +o(a)  2p(a
donde en (%) hemos usado que z € Q\ {a} y a € Q. Por tanto, p € H(2) y:

Vz e
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Ejercicio 1.5.8. Probar que, para todo z € D(0, 1) se tiene:

(e,

i_oz = log(1 + 2)

Haciendo uso del Desarrollo en Serie ya conocido

En primer lugar, por el desarrollo en serie del logaritmo, sabemos que:

e (_1>n+1 > n+1
logw:10g1+g —(w—1)" E (w—1)" Yw e D(1,1)
n
n=1 n=1

Sea ahora z € D(0,1), y definimos w = 1 + z € D(1,1). Entonces, se
tiene que:

log(l—l—z)zlogw:i(_l—w(w—l)":iﬂz" Vz € D(0,1)

n n
n=1 n=1

Otra opcion

Definimos las siguientes funciones:

f: D(0O,1) — C
z +— log(1+ 2)

g: D(0,1) — C

N Z( )"
n=1 n

En primer lugar, veamos que g esta bien definida, es decir, que la serie
converge. Tenemos que:

1n+2 n n
. = — 1
n+1 1ntl n+1

Por tanto, la serie converge absolutamente en D(0, 1).

Como log € H(C*\R™), en particular f € H(D(0,1)). Por otro lado, por
el Teorema de Holomorfia de las funciones dadas como suma de series de
potencias, se tiene que g € H(D(0, 1)). Calculamos ambas derivadas para
cada z € D(0,1):

1z = 1 j— z
00 ntl 0o 00 00
g/(z):Z< T)L nzn71:Z(_1)n+lzn 1 :Z n+2 n:Z
=3 (e
n=0
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Como |z| = | — z| < 1, se tiene que —z € D(0, 1), y por tanto dicha serie
geométrica converge. Es decir:

1 1

S =L = =~ /@) Ve D

Como D(0,1) es un dominio, entonces 3\ € C tal que f = g + \. Eva-
luando en 0, tenemos que f(0) = 0 = ¢(0), luego A = 0. Por tanto, se
tiene que f = g en D(0,1) como queriamos probar.

Z2n+1
2. =2z—(1 log(1 1—2)log(1l—
FlJamos z € D(0,1). Entonces, por el primer apartado:
e n+1
log(1 + 2) Z
n=1
Como —z € D(0, 1), se tiene que:
e n+1 o (_1)2n+1 o n
log(1 — z) = —2" = ——

Definimos las siguientes funciones:

f: D(,1) — C
z — 22— (14 2)log(1+2)+ (1 —z)log(l — z)

g: D(0,1) — C
o0 2n+1

— S
: a=in(2n+1)

En primer lugar, veamos que g estd bien definida, es decir, que la serie converge.

Tenemos que: :
1 n(2n +1)
{(n+1)(2(n+1)+1)‘ 1 }M

Por tanto, la serie converge absolutamente en D(0, 1).

Como log € H(D(0,1)), en particular f € H(D(0,1)). Por otro lado, por
el Teorema de Holomorfia de las funciones dadas como suma de series de

potencias, se tiene que g € H(D(0,1)). Calculamos ambas derivadas para
cada z € D(0,1):

1—2_

Fi(2) = 2 —log(1 + 2) — % “log(1—z) —

n+1

——Z( —%):—i§<<—1>"+1—1>

92
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Buscamos ahora simplificar f’(z), y para ello razonamos segin la paridad de
n. Si n es impar, entonces n + 1 es par y dicho sumando se anula. Por tanto,
tan solo quedan los sumandos pares. Es decir:

o0 [ee]
Z_ . 2n+1 2 :Z_ _ } :Z_
2n 2n n

o0

Por tanto, f'(z) = ¢'(z) para todo z € D(0,1). Como D(0,1) es un dominio,
entonces I\ € C tal que f = g + A. Evaluando en 0, tenemos que f(0) =0 =
9(0), luego A = 0. Por tanto, se tiene que f = g en D(0,1) como querfamos
probar.

Ejercicio 1.5.9. Sea la siguiente funcién:

f: C\{1,-1} — C
z — log (1£2)

Probar que f es holomorfa en el dominio W = C\ {z € R : |z| > 1} y calcular su
derivada. Probar también que

00
Z2n+1

ﬂ@zQ}%mH%VzeD@J)

Definimos las siguientes funciones auxiliares:

g: W — C*\R~
1+z2
1—2

z
h: C-\R- — C
w — logw

Veamos en primer lugar que g estd bien definida. Por reduccion al absurdo, sea
z =z +iy € W tal que I\ € R tal que g(z) = —\. Entonces, se tiene que:

l+z=-\1-2)
Y=y

1+z+ay

, :—)\:>1+x+iy:—)\(1—x—iy):>{
1l—x—1y

» Siy #0, entonces A = 1, y se tiene que:

l+z=2-1=1=-1 (absurdo)

» Siy =0, entonces se tiene que z = x € R, y como z € W, se tiene que |z| < 1.
Por tanto, se tiene que:

1+z
rx—1

A= <0 (absurdo)
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En cualquier caso, vemos que g no puede tomar valores reales negativos. Por
tanto, se tiene que g(z) € C*\ R, y por tanto h estd bien definida. Sabemos que
g € H(W) por ser racional y h € H(C* \ R™) por tratarse del logaritmo principal.
Por tanto, por la regla de la cadena, tenemos que f = hog € H(W), con:

b o1 oo 1=z (I-2)+(1+2)
FIE) = Hlo(:) () = /e = e s
1-z 2 = 2 2 Ve W

T 14z (1—22 (I+2)(1—2z) 1-22
Para comprobar ahora esa expresion como suma de serie de potencias, definimos

la siguiente funcién:
g: D(0,1) — C

z — 2>
n=0

z2n+1
2n+1

En primer lugar, veamos que g esta bien definida, es decir, que la serie converge.

Tenemos que:
1 2n+1
. —1
2(n+1)+1 1

Por tanto, la serie converge absolutamente en D(0, 1), y por tanto g estd bien
definida. Por el Teorema de Holomorfia de las funciones dadas como suma de series
de potencias, se tiene que g € H(D(0,1)). Calculamos su derivada para cada z €
D(0,1):

2
1— 22

*

=

Q\
—~
N
N—
I
(\]
[
~—~
[\
S
+
—_
N~—
N
[\~
3
|
[\
N
N
3
I
(\]
[
—
N
no
N—
3

Vz € D(0,1)

donde en (*) hemos usado que, como |z| < 1, se tiene que |2%| < 1.

Por tanto, como D(0,1) C W es un dominio, entonces 3\ € C tal que f = g+ .
Evaluando en 0, tenemos que f(0) = 0 = ¢(0), luego A = 0. Por tanto, se tiene que
f=gen D(0,1) como querfamos probar.

Ejercicio 1.5.10. Sean «, 5 € [—7, 7| con a < 3,y p € RT tal que pa, pf € [—m, 7].
Consideramos los siguientes dominios:

Q={zeC:a<argz <}
Q,={z€C":pa <argz < pf}

Probar que la siguiente funcién define una biyeccién de €2 sobre el dominio €2,:

f:Q—>Qp
z — zF

Veamos en primer lugar que estd bien definida. En efecto, sea z € 2, entonces
se tiene que:

f(z) = 2° = exp(plog 2) = exp (p (log |z| +iarg z)) = exp (plog |z| + iparg z)
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Por tanto, parg z € Arg f(z). Como « < argz < 3, se tiene que:
—rmT < pa<pargz < pf <7
Por tanto, parg z = arg f(z). Por tanto, se tiene que:
pa < arg f(2) < pB = f(2) € Q,
Por tanto, f esta bien definida.

= Inyectividad

Sea z1, 25 € €2 tales que f(21) = f(z2). Entonces, se tiene que:

2 = 2 = log(2]) = log(23) = In 27| + i arg(2]) = In 25| + i arg(z5)
— pln|z| +iarg(z]) = pln|z| + iarg(2h)

Igualando las partes reales, obtenemos:
|27] = |25] = eftelPlonst) = Relos2) — pIn 2| = pln 2| = |21] = ||
Por otro lado, igualando las partes imaginarias, se tiene que:
arg(2]) = arg(2y) = Arg(2]) = Arg(2y) = p Arg(z1) = p Arg(z:) => Arg(z1) = Arg(22)

Por tanto, se tiene que z; = z5. Por tanto, f es inyectiva.

= Sobreyectividad

Dado w € 2, consideramos z = w'/?. Entonces, se tiene que:

1 1 '
= WP = exp ( ogw) ~ oxp < n |w +zargw) _, agw € Arg -
p p p

Ademas, como pa < argw < pf3, se tiene que:

arg w arg w

=z €}

—rT<a< <pf<nm= argz =

Veamos ahora que f(z) = w. En efecto, se tiene que:
f(z) =2 = (wl/p)p =w
Por tanto, f es sobreyectiva.
Por tanto, f es biyectiva.

Ejercicio 1.5.11. Probar que el seno, el coseno y la tangente son funciones simple-
mente periddicas.
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Comprobemos que el seno y el coseno son funciones simplemente periédicas, con
periodo fundamental 27. En primer lugar, tenemos que C 4 27 = C. Ademaés, para
todo z € C, se tiene que:

sen(z + 2m) = sen z cos(2m) + cos zsen(2w) =senz -1+ cosz -0 =senz

cos(z 4 2m) = cos z cos(2m) —sen zsen(2m) = cosz -1 —senz -0 = cos z

Por tanto, 27 es un periodo de sen y cos. Sea ahora w € C otro periodo. Entonces,
para todo z € C, se tiene que:

sen z = sen(z + w) = sen z coOS W + €os z sen w

cos z = cos(z + w) = €os z COS W — sen z sen w

Considerando las restricciones a R, como {sen z, cos z} son linealmente indepen-
dientes, se tiene que:

cosw =1

senw = 0
Como senw = 0, entonces:
e = e ™ = ¥ = 1 = exp(Re(2iw)) = 1 = Re(2iw) = 0 =
— 2Im(w)=0=Im(w) =0=wekR

Por tanto, como w € R, conocemos sin problema las soluciones de dicho sistema.
Se tiene que w = 2km para algin k € Z. Por tanto, 27 es el periodo fundamental de
sen y cos, y por tanto son funciones simplemente periédicas.

Estudiamos ahora la funcién tangente. Sea €2 el dominio de la funcién tangente:
Q:C\{ZECZCOSZ:O}:C\{(2k+1)gZ/{?EZ} :(C\{ﬂqug:kEZ}
De la tltima igualdad, se deduce que 2 + 7 = Q. Ademas, para todo z € C, se
tiene que:

sen(z+m)  senzcos(m)+coszsen(m) senz-(—1)+cosz-0

tan(z +7) = = tan z

cos(z +m)  coszcos(m) —senzsen(m) cosz-(—1)—senz-0

Por tanto, m es un periodo de tan. Sea ahora w € C otro periodo. Entonces, para
todo z € C, se tiene que:

sen(z +w)  senzcosw + cos zsen w

ta = ta + = =
nz n(z w) cos(z + w) COS z COS W — sen z senw

—> sen z (oS z COS w — sen zsenw) = cos z (sen z cos w + cos z sen w) —

— sen osw — SGH2 zZsenw = sen osw + COS2 zZsenw —

— 0 =senw (COS2 2 + sen? z) = sen w

Como senw = 0, vimos anteriormente que w € R. Por tanto, las soluciones de
senw = 0 son w = k7 para algin k € Z. Por tanto, 7 es el periodo fundamental de
tan, y por tanto es una funcién simplemente periddica.
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Ejercicio 1.5.12. Estudiar la convergencia de la serie
Z sen(nz)
2n
n=>0
Definimos la siguiente funcién para cada n € N:

fn: C — C
sen(nz)
on

z

Para todo z € C, se tiene que:

B sen(nz) B einz _ e—inz B 1 6inz e—inz B 1 eiz n e—iz n
fn(Z)— on - 2 . 9n _21'(2” 2”)_22'[(2) (2>}

Buscamos ahora calcular |f,(z)|. Para ello, antes vemos que:

e _ le™| _ exp(Re(iz)) _ exp(—Im(z))
2 2 2 2
e~ _ le™| _ exp(Re(—iz)) _ exp(Im(z))
2 2 2 2

Por tanto, empleando la desigualdad triangular en ambos sentidos, se tienen para

todo z € C las siguientes desigualdades:
EKGXP(—Im(z»)” B <exp(1m(Z))>" <L) < % {(f—z><:p(—2lm(2))>"Jr (exp(I;H(Z)))"]

2 2 2

Antes de estudiar la convergencia absoluta y puntual, veremos cuando convergen
ambas series geométricas presentes en la desigualdad anterior. En efecto, tenemos
que:

exp(— In(2))
2
exp(Im(2))
2

Veamos ahora que la serie converge absolutamente en el siguiente conjunto, mien-
tras que no converge (ni siquiera puntualmente) en el resto de C:

<1 <= Im(z) > —In(2)

<1 <= Im(z) <1In(2)

H={ze€C:—-In(2) <Im(z2) <In(2)} ={z € C: |Im(2)| <In(2)}

= Sea z € H. Entonces, las siguientes series geométricas convergen, pues tienen
razon cuyo valor absoluto es menor que 1:

3 (eXp(—;m(Z)))" y Y (eXp(I;n(Z)))"

n>0 n=0

Por tanto, la serie con término general la cota superior de |f,(z)| converge, y
por el criterio de comparacion de series en R, se tiene que la serie de término
de general |f,(z)| converge. Por tanto, la serie converge absolutamente (y en
particular puntualmente) en H.

o7



Variable Compleja I 1.5. Funciones Elementales

» Sea z € C\ H. Entonces, puede darse Im(z) > In(2) o Im(z) < —In(2). En
ambos casos, una de las dos sucesiones geométricas de la cota inferior de | f,,(z)|
converge a 0, mientras que la otra converge a 1 o diverge positivamente. Por
tanto, la cota inferior de |f,(2)| no converge a 0, y por tanto:

{lFn(2)[} # 0= {fu(2)} /0

Por tanto, la serie de término general f,(z) no converge, y por tanto no hay
convergencia puntual (y por tanto tampoco absoluta) en C\ H.

Por tanto, hemos probado que la serie converge absolutamente (y en particular
puntualmente) en H, y no converge (ni siquiera puntualmente) en C \ H.
Estudiamos ahora la convergencia uniforme de la serie. Sea ) # Q C H un
conjunto. Entonces, la serie converge uniformemente en €2 si y solo si
r =sup{|Im(z)|: z € Q} < In(2)

<=) Buscamos aplicar el Test de Weierstrass:

()] < % Kevclo(—zhﬂﬂ(@)>"Jr (exp(I;n(Z)))"] <

A=) ()] e

Como 0 < r < In(2) < 1, se tiene que ambas series geométricas de la cota
superior (que ya no depende de z) convergen. Por el Test de Weierstrass, se
tiene que la serie converge uniformemente en €.

—) Como Q2 C H, no es posible r > In(2). Supongamos r = In(2). Entonces, para
cada n € N, existe z, € Q tal que:

1

I In(2) — —

[Im(z,)| > In(2) — +
Por tanto, para n > 1, como In(2) > 1/2, se tiene que:
I '<exp<—1m<zn>>)" ) (expam(zn)))” §

- % Kexp(— (1112(2) - 1/n)))” _ (exp( (2) 1/n))
("5 (s =) |
(5rwi7) ~ (zstnizy) | -

(i) - () ]2 [ 4]

Por tanto, vemos que {|f.(z,)|} # 0. Por tanto, la serie no converge unifor-
memente en (2.

\)

|
N~ N~ N~
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A partir de esto, vemos varios resultados. En primer lugar, veamos que la serie
no converge uniformemente en H. Definimos la siguiente sucesion:

{2} = {z (1 - %) ln(Z)} CH

(I} = ()} = { (1= 2 ) @)} -+ ez

n

Entonces, se tiene que:

Como In(2) es un mayorante de {|Im(z)|: z € H} y {|Im(z,)|} — In(2), se tiene
que r = In(2). Por tanto, la serie no converge uniformemente en H.

Por otro lado, si K C H es compacto, veamos que r < In(2). Como K C H,
no puede darse r > In(2). Supongamos r = In(2), y llegaremos a una contradiccién.
Como r = In(2), existe una sucesién {z,} C K tal que:

{ITm(zn)[} — In(2)

Como K es compacto y Im(z), |- | son continuas en C, se tiene que | Im(K)| es
compacto, y en particular cerrado. Por tanto, In(2) € |Im(K)|, y entonces existe
2o € K tal que |Im(z)| = In(2), por lo que 2y ¢ H, en contradiccién con que
K C H. Por tanto, se tiene que r < In(2) y la serie converge uniformemente en K.

Ejercicio 1.5.13. Sea Q2 = C\ {z € R : |z| > 1}. Probar que existe f € H(f2) tal
que cos f(z) = z para todo z € Q y f(x) = arccosz para todo x € |—1, 1[. Calcular
la derivada de f.

Sea z € {2, y veamos las soluciones en C de la ecuacién cosw = z.

eiw+€—iw ] ) ) )
COSW = 2z <— T:Z = eV p e =922 = 2 226 41 =0 —

= (" - 2)2 =21 = " —ze[(*-1)"

Como buscamos una funciéon holomorfa, tan solo usaremos en la construccién
funciones holomorfas, por lo que buscamos un elemento de dicho conjunto que sea
holomorfo. Dado z € €2, veamos que 22 —1 € C*\R". Supongamos que 2> —1 € Ry .
Entonces, 22 € R, y por tanto:

217 = Arg(2?) = 2 Arg(z) = Arg(z) = 1Z = 2 € R

Por tanto, z € Ry |z| < 1. Entonces 22 — 1 = [z]? =1 < 1—1 = 0, por lo que
llegamos a una contradiccién y 22 —1 € C*\ RT.

Por tanto, encontrar la raiz holomorfa se resume en encontrar un logaritmo
holomorfo en C* \ RT, y esto se tendra si conseguimos un argumento continuo en
dicho conjunto. Para ello, consideramos la funcién ¢ € C(C* \ R™) que nos da el
Ejercio 1.2.2, de forma que ¢(z) € Arg(z) para todo z € C* \ RT. A partir de él,
definimos:

log,, : C*\Rt — C
z > In|z| +ip(2)
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Entonces, se tiene que log, € C(C*\ R™) verificando e°8¢(*) = 2 para cada valor de
z € C*\ R*, y por tanto log, € H(C* \ R"). Por tltimo, definimos la funcién:

() C\R* — C
z —> exp (_logg(z)>

Entonces, se tiene que (Z)Z2 € [¢"?] para cada z € C* \ R verificando ademas lo
buscado, es decir, (~);/2 € H(C* \ R*"). Por tanto, elegimos dicha raiz.

. . 1 2_1
e —z = (2’2 — 1)1/2 = "' =z+ (22 — 1)1/2 =z +exp (_og@(z )>

© ©
1 2 1|+ 21
n|z \2zgp(z ))

< iw € Log{z + (2* — I)ZQ} =

:z+exp(

— wE —iLog{z + (z2 — 1);2}

Llegados a este punto, hemos de seleccionar un logaritmo holomorfo, pero sa-
bemos que para ello basta con encontrar un argumento continuo de la funcion
z+ (22 — 1);/2 en €.

Ejercicio 1.5.14. Para z € D(0,1) con Re z # 0, probar que
1 (=D /2 si Rez >0
arctan | — | + 2 =
(z) ;271—1- -m/2 si Rez <0

Por el desarrollo en serie de potencias de la funcién arctan, vista en clase, hemos
de probar que:

1 /2 si Rez >0
arctan | — | 4+ arctan(z) =

z —7/2 si Rez <0
Definimos los siguientes conjuntos:

H_={z€C:Rez <0}
Hy={z€C:Rez >0}
H=H,UH.

Definimos ahora la siguiente funcién:

f: H — C
z +— arctan (1) + arctan(z)
Sea z € H= H,UH_, y supongamos que Jy € R, con |y| > 1, tal que 1/> = iy.
Entonces, se tiene que:

] .
—:iy:>z:,—:—1:>Rez:O:>z§éH
z iy y
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Por tanto, tenemos que f € H(H). Calculamos su derivada:
1 1 1 1 1
)= — (= —_— —0 Vied
f(z) 1+(l)2 ( 22>+1—|—z2 z2—|—1+1—0—z2 Z€

Por tanto, f es constante en cada una de las componentes conexas de H; es decir,
en H, y H_. Por tanto:

f(z) = f(1) =2arctan(1) =7/2 Vze€ H,
f(z) = f(—1) = 2arctan(—1) = /2 Vze€ H_

Por tanto, se tiene demostrado lo pedido.
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1.6. Integral Curvilinea

Ejercicio 1.6.1. Sean a € C y r € R*. Probar que

/[a,a+r] f(z)dz = /Or fla+ s)ds

para cualquier funcién f € C ([a, o+ r|*). (Cual es la igualdad andloga para un
segmento vertical?

El segmento horizontal [, + 7] viene dado por el siguiente arco:

o: [0,1]] — C
t — (I—-tat+tla+r)=a+tr

Por tanto, por la definicién de integral sobre un arco, tenemos que:

/[a,am fe) = /o1 flo®)e'(t)dt = /01 fla+tryrdt

Aplicamos ahora el siguiente cambio de variable:

|: s =rt :|:> s=0 sit=0
ds =rdt s=r sit=1

Por tanto, la integral queda:

/[%W] ()ds = /0 " Fa+ s)ds

El segmento vertical [a, o + ir] viene dado por el siguiente arco:

o: [0,1]] — C
t — (I—-ta+tla+ir)=a+it-r

Por tanto, por la definicion de integral sobre un arco, tenemos que:

/[a7a+ir] f(z)dz = /01 fo(t)o'(t)dt = /01 fla+it - r)irdt

De nuevo, aplicamos ahora el mismo cambio de variable. Notemos que no es
valido s = itr, puesto que la funcion de cambio de variable debe ser una funcién real
de variable real. Por tanto, usando el mismo cambio de variable que antes, tenemos

que:
/[a,aﬂ'r] f(z)dz = /07" fla+is)ids = i/OT fla+is)ds
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Ejercicio 1.6.2. Para r € |1, 400[ se define

I(r) / dz y J(r) = /dez
= y
b 2241 o 21

donde v, = C(0,7) y o, = [-r, —r +i|. Probar que

lim I(r)=0 y lim J(r)=0.

r—-+00 r—-+00

Trabajamos en primer lugar con la integral I(r).
z ™ Teit ) ™ (Teit)Z
I(r) = dz = ———— ire'dt =i ———dt
(r) /% A1 /_7r (reft)d 41 e Z/_7T (reit)3 +1

Buscamos acotar ahora dicha integral:

T (7’6“)2 /7r \re“|2 (*) /7T 7”2
1(r)] < SN R S E— dt
()l / (e 11 e ™ T e

donde en (*) se ha empleado que |e”| = 1 para todo ¢ € R. Como r > 1 entonces
r3 > 1, por lo que:

=
-
VAN
\ﬂ
-
Do
QU
~~
I
[\
=)
<
no

Por el Lema del Sandwhich tomando limite cuando r — +o00, deducimos que:
lim [I(r)]=0= lim I(r)=0
r—+00

r—+00

Trabajaremos de forma andloga con la integral J(r):

2,z 1 N2 ,—r+ti 1 N2
—r+t —r+t :
J(r):/ z%e dz:/ (—r+ @).e z’dt:ieT/ Me”dt
o 211 o ~—r+ti+1 o —r+ti+1

Podriamos ahora intentar resolver dicha integral, algo que no es directo. Para
acotar la integral, definimos la siguiente funcioén:

e: [0,1] — C

(—r4-ti)2
¢ T

Como r > 1, la parte real del denominador no se anula, y por tanto la funcién

¢ es continua por ser polinémica. Como [0, 1] es compacto, ¢ ([0, 1]) es compacto, y
por tanto acotado. Por tanto, IM € RT tal que:

e <M Viel0,1]
Por tanto, tenemos que:

1 1
|J(r)|:er/ /y<p )| dt < / Mt = =" M
0 0

Por tanto, por el Lema del Sindwhich, deducimos que:

(=r+t)* T+ ti)?
—7’+t2—|—1

r—-+00

lim |J(r)|=0 :rkinoo‘](r) =0
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Ejercicio 1.6.3. Para todo r € |0, 1[, probar que

/ log(1 + Z>dz _0
C(0,r)

z

y deducir que
/ log(1 + 72 + 2rcost)dt = 0.
0

Opcion Rutinaria:
Usando el arco de la circunferencia C(0, ), tenemos que:

1 1 | 1 it ) T .
/ Og( + Z) dz = / Miq"@ndt = Z/ log(l —+ T61t> dt =
c(,r)

it
Z —r re -7

:z(/ In |14 re’| dt—l—i/ arg(l—}—reit)dt):

= —/ arg(1 + re') dt+i/ In |1 4 re| dt

—T —T

Como vemos, calcular dicha integral no es sencillo, por lo que descartamos
esta opcién.

Desarrollo en Serie:

Por el Ejercicio 1.5.8, sabemos que:

log(1+ 2) = Z

n=1

(-1

2" Vze D(0,1)

n

Definimos ahora la funcion:

f: D(0,1)\{0} — C
log(1 + 2)

z

Por dicho desarrollo, tenemos que:

Foy = loelz) SN EU

z — n

—~

=> n_i):z" vz e D(0,1)\ {0}

n=0

Definimos ahora la siguiente funcién:

F: DO,1)\{0} — C
)

n=0 (TL + 1>2
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Por el Teorema de Holomorfia de las funciones dadas como suma de serie de
potencias, F' € H(D(0,1) \ {0}), con:

F'(z) = f(z)  V2eD(0,1)\{0}

Por tanto, F' es una primitiva de f. Como C(0,7) es un camino cerrado en
D(0,1)\ {0} (0 <7 < 1), por el Teorema de Caracterizacién de existencia de
primitivas, tenemos que:

Opcién Mezclada:

Como vimos en la primera opcién, tenemos que:

log(1 i ‘
/ Mdz = / ilog(1 + re™) dt
C(0,r)

< —T

Como r € |0,1[ y € € T para todo ¢t € R, tenemos que re* € D(0,1) para
todo t € R, por lo que:

log(1 + 2) /” . ” /7r G
—dz = tlog(1l +re”) dt = 7- g ——(re"™)" | dt =
/C(O,r) z ( ) n (re”)

- - n=0

— / i (iﬁ#-mﬂemt) dt

—T \n=0

Por lo demostrado en la Subseccién 1.6.1, como sabemos que la serie converge
uniformemente, podemos permutar la integral con la suma de la serie:

/ Mdz N (/7r ﬂ inrteint dt) _
c(0,r) z o \J—m n?
_1n+l ™ )
(—( )2 o’ / ine™ dt> =
n —TT

((_711#.7“”- (eim—e—m)) :i (%-r"-o) —0

n=0

(]

M8

n=0

[M]¢

3
Il
o

En resumen, por cualquier opcién hemos demostrado que:

log(1
/ —og( i Z>dz =0
c(o,r) z

Por la Opcién Rutinaria, vemos por tanto que:

O:/ In |1+ re| dt:/ ln<\/(1+7’cost)2+(rsent)2) dt =

™ 1 i
:/ ln(\/1+r2+2rcost> dtzé/ ln(1+r2+2rcost) dt
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Como la funcién ¢ — In (1 +r? + 2r cost) es par, tenemos que:

0:%/ ln(1+r2+27’cost) dt:/ 1n(1—|—7“2—|—27“cost) dt
0

—Tr

como se queria demostrar. Vemos que, habiendo uso de variable compleja, hemos
logrado resolver una integral real que, de por si, no es trivial de resolver.

Ejercicio 1.6.4. Sea f € H(D(0,1)) verificando que |f(z) — 1| < 1 para todo
z € D(0,1). Admitiendo que f’ es continua, probar que

C P
/C'(O,r) f(z)dz—O Vr e ]0,1].

Definimos la funcién:

F: D(0,1) — C
z > log(f(2))

Supongamos por reduccién al absurdo que Jzy € D(0,1) tal que f(z) € R;.
Entonces, f(z)) —1 € R, con f(z0) — 1 < —1, luego |f(z0) — 1| > 1, lo que es una
contradiccién. Por tanto, f(z) € C*\ R~ para todo z € D(0,1). Como se tiene
log € H(C* \ R7), tenemos que F € H(D(0,1)), con:

f'(2)
F'(z) = Vze D(0,1
(0= 55 (01
Por tanto, F' es una primitiva de f’. Como C(0,7) es un camino cerrado en

D(0,1) para todo r € |0, 1[, por el Teorema de Caracterizacién de existencia de
primitivas, tenemos que:

/ f(z)dz=0  Vre]o,1]
C(0,r)

Ejercicio 1.6.5. Sean Q = C\ {i,—i} y f € H(Q2) dada por:

fi 0 — C
zr—>1+%

Probar que f no admite una primitiva en 2.

Por el Teorema de Caracterizacién de existencia de primitivas, como €2 es un
abierto no vacio y f € C(£2), hemos de encontrar un camino cerrado o en € tal que:

Lf@MZ#O

En primer lugar, por el método de descomposicién en fracciones simples, tenemos

que:
1 A B A(z+1)+ B(z —1)

1+z2_z—i+z+i_ (z —1)(z +1)
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n Siz=i1=2A= A=1/2
» Siz=—i:1=—-21B= B=—1/au

Por tanto, tenemos que:

/Uf(Z)dZZ % (/U Zd—zz' _/Uzdji)

Con vistas a calcular dicha integral, consideramos como camino cerrado la cir-
cunferencia C'(i, 1):

o: [-mn] — Q
t — i+e”

En primer lugar, tenemos que:

d m ,t T it
/ Z.=/ UU,dt:/ it = 2mi
c(in) # 1 ro(t)—1i €

En segundo lugar, tenemos que:

/ dz__ /” o'(t) = /“ ‘tie” gt = /” ’ie” -.eit—l—IQZ' g
o) Z 1 < 0(t)+1i et 42 (et 4+ 2i) - et £ 2i

/7r e - <E+Z> _/7r i — 2%t

. dt =
e let+21)? _rcos?t + (2 + sent)?

™ 2 it ; T 9 it ;
:/ e’ +1 dt:/ e +1 g —
L cos?t+4+sen?t + 4dsent _xD+4sent

T 2cost T 14 2sent
= ——dt ' ——dt
(/ﬂ5—|—4sent >+Z(/ﬂ5+4sent )

Por un lado, tenemos que:

T 2cost 1 T Acost 1
/ﬂ5+4sent 2 /_ﬂ5+4sent 5 (5 +4sent)]”,

Calcular la segunda integral no es directo, por lo que vamos a intentar evitarlo.
Tenemmos que:

1 d d
0:/f(z)dz<:>—,</ Z,—/ 2,):0<:>
- 21 \J, 2 —1 o 2t
1
<:>—.(2m'—/ dz,>:0<:>
21 o 2t
d T1+2
<:>/ AR / Lgsent ) _on
o 21 _.0+4sent
Por tanto, esto solo se dara si:

T 1+ 2sent
Sy
» 0+ 4sent
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Para todo t € [—7, 7], tenemos que:

I+2sent 1 2+4sent<1 2+ 4sent (%)

= S s = <1 €5 2+ dsent <5 +dsent <= 2<5
5+4sent 2 5+4sent = 2 5+ dsent +4sent < 5+ 4sen

donde en (%) hemos aplicado que 5 > 4sent para todo t € R. Por tanto:

T1+2sent 1 1
—dt < —dt = - - 27 =
/_W5—|—4sent /_ 2 2 =

s

27T7é/ 1+ 2sent :>/gf(z)d27é0

Por tanto:

5+4sent

Por tanto, se ha encontrado un camino cerrado o en €2 tal que su integral no es
nula. Por el Teorema de Caracterizacion de existencia de primitivas, deducimos que

f no admite una primitiva en €.
dz
=0
o1tz

donde o(t) = cost + i/2 - sent para todo t € [0, 27].

Ejercicio 1.6.6. Probar que

Método Rutinario:

Por definicién de integral sobre un arco, tenemos que:

/ dz _/2“ o'(t) dt—/% (—sent +i/2- cost) g —
o 1+ 22 o 14o(t)? o 1+ (cost+i/2-sent)?

_/27T —sent +i/2- cost g —
o 14cos?t—1asen?t+isentcost
_/27T —sent +i/2- cost gt

o 2—5/asen?t +isentcost

Como preveiamos, la integral no es trivial de resolver. Por tanto, descartamos
esta opcion.

Método Alternativo:

Sea U el siguiente conjunto:
U=C\{iy|yeR, [yl =1}

Definimos la siguiente funcion:

F: U — C
z +—— arctanz

Sabemos que F' € H(U), con:

1

52 Vze U

F'(z) =

Por tanto, F' es una primitiva de ﬁ Vemos ademéas que o es un camino
cerrado, por lo que hemos de ver que o ([0, 27]) C U.
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= Site[0,2n]\ {Z,2}, entonces cost # 0, y por tanto Re(a(t)) # 0. Por

272
tanto, o(t) € U.

» Sit e {Z,2}, entonces |Im(o(t))| = |sent| = |Y2| < 1, y por tanto
o(t)eU.

Por tanto, o es un camino cerrado en U. Como el integrando es continuo en €2,
por el Teorema de Caracterizacién de existencia de primitivas, tenemos que:

dz
=0
/01+z2

como se queria demostrar.
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1.6.1. Sobre la convergencia uniforme de la integral de Cauchy

Al igual que ocurria en el caso real, la convergencia uniforme de sucesiones de
funciones continuas definidas en intervalos compactos nos permiten permutar la
integral con el limite puntual de una sucesion de funciones. En particular, podemos
permutar una integral con la suma de una serie de funciones continuas siempre que
tengamos convergencia uniforme en un intervalo compacto:

Teorema 1.1. Dados a,b € R con a < b, supongamos que {f,} es una sucesion de
funciones que converge uniformemente en [a,b] a f : [a,b] — C y que f, € C([a,b])
para todo n € N. Entonces, se tiene que

{/abfn(t) dt} - /abf(t) dt

En particular, si {f,} es una sucesion de funciones tal que E fn converge unifor-
n=>1

memente en [a,b] y f, € C(|a,b]) para todo n € N, se tiene que

g (/abfn(t) dt) = /ab (2 fn(t)> dt

Demostracion. En primer lugar, observamos que la integral del miembro derecho
tiene perfecto sentido, ya que la convergencia uniforme de {f,} en [a, b] nos garan-
tiza la continuidad de f en dicho intervalo.

Dado € > 0, la convergencia uniforme de {f,} nos dice que existe un m € N tal que

nzm=|fult) = f(O] < 7= Vt € [a,l]

Por tanto, para n > m se tiene que

b b
/ £u(t) dt — / (1) dt‘ _
lo que demuestra que {/b fu(t) dt} — /bf(t) dt

Por otra parte, si Z fn converge uniformemente en [a, b], escribiendo S,, = Z fr

(Gult) - F(1) dt] < [ - sl <

n=1
para todo n € N, tenemos que {S,} es una sucesién de funciones que converge
uniformemente en [a, b], por lo que aplicando lo que acabamos de demostrar:

/:(ifn(t)) dt:/a (T}LHSOS( _JE&Z/ fu(t) dt = 2 (/abfn(t)dt)

como se queria demostrar. O]
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1.7. Teorema local de Cauchy

Ejercicio 1.7.1. Sean a € Cy r € RT. Probar que, para cada z € C con |z—a| > r,

se tiene: J
w
=
Clay) W — %

Opcién 1 Consideramos el conjunto Q = D(a, |z — al), que es un abierto que con-
tiene a C(a,r)*. Veamos en primer lugar que z — w no se anula en (). Para
ello, supongamos que w € {2, entonces:

|lw—a| < |z—a| = |z—w+w—a| < |z—w|+|w—a| = 0 < |z—w| = z—w # 0.

Por tanto, definimos la siguiente funcioén:

f: Q@ — C

w — L

w—=z

Como f es racional, entonces f € H () y 2 es estrellado, entonces admite
una primitiva F': Q — C, que es holomorfa en Q. Como C(a,r) es un camino
cerrado contenido en 2, se tiene que:

d
/ f(w) dw = / e
C(a,r) C(a,r) w—=z

Opcion 2 Como se trata de una integral sobre un camino cerrado igualada a 0,
podriamos buscar una primitiva del integrando holomorfa en un abierto que
contenga a C'(a,r)*. Sea dicho abierto el conjunto Q = D(a, |z — al), de forma
que C(a,r)* C , y veamos que z — w admite un argumento continuo en .
Veamos en primer lugar que z — w no se anula en (2. Para ello, supongamos
que w € €2, entonces:

lw—a| < |z—a| = |z—w+w—a| < |z—w|+|w—a| = 0 < |z—w| = z—w # 0.

Por tanto, podemos considerar un argumento de z — w en ). Veamos que
z — w admite un argumento continuo en 2. Para ello, y en vistas de usar el
Ehercicio 1.2.2, veamos que o bien nunca toma valores en R*, o bien nunca
toma valores en R™. Supongamos que toma valores en ambos conjuntos; es
decir, supongamos que Jw,w’ € Q tal que w — 2z € Rt y v’ — 2z € R™.
Entonces:

Rew > Rez

w—z R —=
Imw=Imz

Rew' < Rez

i —
w-z€R :>{Imw’zlmz

Por tanto, se tiene que:

Rew < Rez < Rew

Imw =Imz=Imw
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Llegados a este punto, uno ya puede ver graficamente que hemos llegado a una
contradiccién, puesto que w y w’ no pueden estar ammbos en D(a, |z — al),
pero veamoslo formalmente. Como w € €2, se tiene que:

lw—a| < |z —a| = (Rew — Rea)’ + (Imw — Ima)® < (Rez — Rea)” + (Im z — Im a)”
Como Imw = Im z, se tiene que:

(Rew — Rea)® < (Rez — Rea)” = |Rew — Rea| < |Rez — Rea| =
= Rea — |Rez — Real] < Rew < Rea + | Rez — Rea|

Realizamos el procedimiento andlogo para w’, llegando por tanto a que:
Rea — |Rez — Rea| < Rew,Rew’ < Rea + |Rez — Red|

» Si |[Rez — Real| > 0, se tiene que Rew < Re z.

» Si |Rez — Real <0, se tiene que Rez < Rew'.

En cualquier caso, se llega a una contradiccion, por lo que z — w no puede
tomar valores en ambos conjuntos. Por tanto, z — w admite un argumento
continuo en 2, por lo que se puede considerar un logaritmo continuo en {2 de
2z — w (funcién holomorfa en ). Por tanto, existe un logaritmo holomorfo de
z —w en § (llamémosle F' : Q@ — C), de forma que:

Fl(w) = Yw € Q.

Como F € H(f)) es una primitiva del integrando (siendo este una funcién
continua en €2 por no anularse el denominador) y C'(a,r) es un camino cerrado

contenido en {2, se tiene que:
dw
Jrui=
Clay) W — %

Opcién 3 Como z # a, tenemos que:

1 1 — 1 1 1 1
_ .a Z: _ \v/w%z

w—z w—ata—za—-z a—z1+%2=2 a—z 1—(—“’_‘1)

Por tando, para cada w € C(a,r)*, consideramos la siguiente serrie geométrica:

>0

n=0

Tenemos que:

(=)

= (%)n Yw € C(a,r)"

a— z|
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Por tanto, como |a — z| > r, por el Test de Weierstrass, la serie converge
uniformemente en C(a,r)*. Por tanto, podemos intercambiar la integral y la

suma:
d 1 > —a\"
/ w :/ 'Z<_w a) duw
C(w)w—z C(a,r CL—Z a—z

n=0

B
ZnOC a—z

n=0

0 1 <
: — 0=0
z( H)

n=0

donde () se debe a que la funcién w — (w —a)™ es entera y admite primitiva
en C, por lo que la integral sobre un camino cerrado es 0.

Opcion 4 Buscamos aplicar la Formula de Cauchy para la circunferencia. Bus-
camos un abierto @ C C de forma que D(a,7) C €, por lo que sea Q =
D(a, |z — al). Como z ¢ D(a,r), hemos de buscar una funcién f: Q — C de
forma que:

1 f(w)

= Yw € D(a,r)
w—z w-—a

Vemos por tanto la expresién de f(w). Por tanto, formalmente, definimos:

f: Q@ — C
w—a
wo—>
w—z

Como f es racional y el denominador no se anula en 2, se tiene que f € H(Q).
Como D(a,r) C €2, estamos en las condiciones de aplicar la Férmula de Cauchy
para la circunferencia:

d
/ v / f(w) dw = 2mi - f(a)
Clar) W= 2 Jon W =0

a—a

= 273 - =0

a—z

Ejercicio 1.7.2 (Versién mas general de la férmula de Cauchy). Seana € C, R € R
y f : D(a, R) — C una funcién continua en D(a, R) y holomorfa en D(a, R). Se tiene
entonces:

1 f(w)

fz) = o=

210 Jo(ar) W — 2

dw Vz € D(a, R).

Ejercicio 1.7.3. Dados a € C, r € R" y b,c € C\ C(a,r)*, calcular todos los
posibles valores de la integral
/ dz
C(a,r) (Z - b)(Z - C)
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dependiendo de la posicién relativa de b, ¢ respecto de la circunferencia C'(a, r)*.

Caben varias posibilidades:

1. Si b = c: En este caso, la integral queda:

/ dz
C(a,r) (Z - b)2

El integrando es una funcién holomorfa en C\ {b}, que admite igualmente
primitiva en C \ {b}. Como C(a,r) es un camino cerrado con b ¢ C(a,r), se

tiene que:
dz
=0
/;'(a,r) (’Z - b)2

2. Si b # c: En este caso, descomponemos el integrando en fracciones simples:

1 A B A(z—c)+ B(z =)

(z—b)(z—c)_z—b+z—c_ (z—=0)(z—c¢)

» Paraz=10:1=A(b—c).
» Paraz=c: 1= B(c—0).

Por tanto, se tiene que:

(z—b)l(z—c):bic(zib_zig

Por tanto, la integral queda:

/ dz 1 (/ dz _/ dz )
C(a,r) (z=b)(z—¢c) b-c Cla,r) 7 — b Clay) # —C

Distinguimos casos, teniendo en cuenta que b, ¢ ¢ C/(a, r)*:

a) Sib,c€ C\ D(a,r): En este caso, por el Ejercicio 1.7.1, se tiene que:

/ dz 1 </ dz B / dz )
Cla,r) (z=0)(2—¢c) b-c Cla,r) # — b Clar) # — €

1
=—(0-0)=0

b) Sib,c € D(a,r): En este caso, aplicamos la Férmula de Cauchy para la
circunferencia con () = C y con funcién f constantemente igual a 1. Por
tanto, se tiene que:

/ dz 1 (/ dz B / dz )
Clar) (2 =0)(z—¢)  b—c\Jo@nz—0b Clar) # — €

1
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¢) Sibe D(a,r) y c € C\ D(a,r): En este caso, por lo visto en los dos pri-
meros casos, se tiene que:

/ dz 1 (/ dz B / dz )
Clar) (2 =0)(z—¢)  b—c\Jo@nz—0 Clar) # — €

1 271
- (27i —0) =
b—c(wZ ) b—rc

d) Sibe C\ D(a,r)y c € D(a,r): En este caso, por lo visto en los dos pri-
meros casos, se tiene que:

/ dz 1 </ dz / dz )
Cla,r) (z=0)(2—¢c) b-c Clar) # — b Clar) # — €

1 271
— 0—2mi) = —
b—c( i) b—rc

Ejercicio 1.7.4. Calcular las siguientes integrales:

1
1./ SRS (re Rt r#£2)
C(0,r) 2(

22 +4)
Descomponemos el integrando en fracciones simples:
z+1 A B C A(z2+4) + Bz(z + 2i) + Cz(z — 27)
——— = — + -+ - =
2(22+4) =z z—2i z+2i 2(22 +4)

» Paraz=0:1= A4 —= A =14
» Para 2 =2i:2i4+1=B-2i(2i+2i) = -8B = B = ~1/s —i/a.
» Para z=—2i: —2i+1=—-C-2i(—2i —2i) = —8C = C = /s +i/a.

Por tanto:

/ z+1 p 1/ dz+< 1 z>/ dz +( 1+@')/ dz
- @ z = — - - - — = - —
C(O,r) 2(22 + 4) 4 C(O,T’) z 8 4 C(O,T) Z — 22 8 4 C(O,?") z —|— 22

Distinguimos en funcion del valor de r:

a) Sir € ]0,2[: En este caso, se tiene que |2i| = | —2i| =2 > r, y por el Ejer-
cicio 1.7.1, las ultimas dos integrales son 0. Para la primera, considerando
como funcién la constantemente igual a 1, se tiene que:

/ z+1 J 1 / dz 1 o )
—_——dz = - — =2 = —
CO.) 2(22 4+ 4) 4 Jowr 2 4 2

b) Sir > 2: En este caso, se tiene que [2i] = | — 2i| = 2 < r, y podemos
usar de forma directa la Férmula de Cauchy para la circunferencia con-
siderando como funcién la constantemente igual a 1. Por tanto, se tiene

que:
z4+1 1 1 1 1 7
—— dz = - - 2m —— — — ) 2w —— 4+ — ) 2m
/64(07,“)2(22‘}‘4) z 1 m—i—< 3 4> m—l—( 8+4) g
_27Tz'_ 27rz_27rz 27rz_0
4 8 4 4
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5 / COS 2 J
. 2
con (@ +1)z—a(22+1)
Le hallamos las raices al denominador:

(a€C,lal #1)

(@®+1)z—a(z*+1)=0 <= —a*+(*+1)z—a=0 <

S N S o

(@®>+1) £ /(a2 =1)2  (a®>+1) £ (a®—1)

< = = <~
& 2a 2a

< z€{a,a}

Por tanto, tenemos que:

1 __1( A B )_A(z—l/a)+B(z—a)
a\z—a z—1a —a(z —a)(z — Ya)

(a®>+ 1)z —a(22+1)

» Paraz=a:1=A(a—1)= A=

a a’-1"

» Paraz=1Ya1=B(:—-a) = B=2 .

Por tanto, la integral queda:

/ CoS 2 p 1 ( / coS 2 p / coS 2 J )
y = — 2z — — dz
co (@ + 1)z —a(2? +1) a? =1 \Jepn z—a co1) 2 — Ya

Distinguimos casos:

a) Sila| < 1: En este caso, como a € D(0,1) para la primera integral po-
demos aplicar la Formula de Cauchy para la circunferencia considerando
como funcién el coseno, que es una funcién entera:

/ CPZ dr = omi- cos(a)
o(

0,1) zZ—a
Por otro lado, para la segunda integral, consideramos el disco D(0,1/a|),

que contiene a C(0,1)*. Como dicho disco es estrellado y la aplicacién
2+ 252 es holomorfa en D(0,1/jq), se tiene que:

z—1/a
/ CoS 2 ds— 0
c(0,1) # — 1a

Por tanto, se tiene que:

cos z 1
/0(0,1) (a24+ 1)z —a(z2+1) & a? — 1 (27i - cos(a) — 0)
_ 2mi-cos(a)
= e
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b) Si |a| > 1: En este caso, como 1/a € D(0,1) para la segunda integral po-
demos aplicar la Férmula de Cauchy para la circunferencia considerando
como funcién el coseno, que es una funcion entera:

1
/ ceszl dz = 27i - cos (—)
co1) % g

a
a

Por otro lado, para la primera integral, consideramos el disco D(0, |a|),
que contiene a C'(0,1)*. Como dicho disco es estrellado y la aplicacién
z = 22Z es holomorfa en D(0, |a]), se tiene que:

/ CoS 2 ds — 0
c(,1) # — a

Por tanto, se tiene que:

COs 2z

1 1
dz = 0 — 2mi - 1
/0(0,1) (a®+ 1)z —a(z2+1) z a2—1( T cos( ))

a
_ 2mi - cos (Ya)
a1

Ejercicio 1.7.5. Dados a,b € C con a # b, sea R € R tal que R > max{|al, |b|}.
Probar que, si f es una funcion entera, se tiene:

b) —
[ ) )~ )
C(0,R) (z—a)(z =) b—a
Deducir que toda funcién entera y acotada es constante.
Descomponemos el integrando en fracciones simples:
1 A B

_ N :A(z—b)+B(z—a)
(z—a)(z=b) z—a z-b (z—a)(z—0)

» Paraz=a:1=A(a—b) = A=14.

» Paraz=0:1=B(b—a)= B =

1 .
b—a a—b"
Por tanto, la integral queda:

/C(O,R) (z = 252 —b) de= a i b </C(0,R) = de - /C( = dz)

z—a oR) 2 —b
Ol

—— (2rif () — 2mif(5)

_ o b)) = fla)
= 2mi - ﬁ

donde () se debe a que la funcién f(z) es entera y que a,b € D(0, R), por lo que
se puede aplicar la Formula de Cauchy para la circunferencia considerando como
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funcién f(z).

Sea ahora f entera y acotada. Entonces, 3M € RT tal que |f(z)| < M para todo
z € C. Por tanto, se tiene que:

£(2) ‘ M M M
< < < <
|z —allz=b] = [[z] —lal[ []z| = bl] ~ [R = |all |k — [b]]
_ M
" (R~ la)(R—[o])

Vz € C(0,R)"

donde hemos usado que z € C(0, R)*, por lo que |z| = R; y que R > méx{|al, |b|},
por lo que R — |a| > 0y R — |b| > 0. Por tanto, se tiene que:

e e |
/cm,m G a)_b" </C(O,R> G0
M 2rM R

SEE R TN =)~ (R = Jal) (& = 0]

Como la anterior expresion es valida para todo R € R* tal que R > max{|al, |b]},
podemos hacer tender R — oco. Por el Lema del Sandwich, se tiene que:

lim f(z)

——————dz=0
R=oo Joo.r) (2 —a)(z —b)

Por la expresion anterior a la que habiamos llegado, se tiene que:

. FE) g o FO = S@) o f0) - f(a)

R=00 Jc(0,R) (z —a)(z—b) R0 —a b—a

Por la unicidad del limite, se tiene que:

Por tanto, f es constante.
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1.8. Equivalencia entre analiticidad y holomorfia

Ejercicio 1.8.1. Sea v un camino y ¢ : v* — C una funcién continua. Se define
f:C\~* — C por:

Probar que f es una funcién analitica en C \ v* y que:

f(’“)(z):k!/%dw Vz € C\ ", Vk € N
Y

Ejercicio 1.8.2. Para o € C se define:

() =1 v (1) =Tttt e

Probar que:

[e.e]

(L+2)=Y (Z) 2 Wz e D(0,1)

k=0

Ejercicio 1.8.3. Obtener el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f, centrado
en el origen, en cada uno de los siguientes casos:

—_

. f(z) =log(2* —32+2) Vze D(0,1)
2
(2 4+ 1)
3. f(z) =arcsenz Vze D(0,1)

2. f(z) = vz e C\{-1}

4. f(z) =cos’z VzeC

Ejercicio 1.8.4. Dado a € C*\ N, probar que existe una tnica funcién f tal que
f € H(D(0,1)) verificando que:

2f'(z) —af(z) = Flz Vz e D(0,1)

Ejercicio 1.8.5. Probar que existe una unica funcién f tal que f € H(D(0,1))
verificando que f(0) =0 y:

exp (—zf'(2))=1—2 Vze D(0,1)
Ejercicio 1.8.6. Para z € C con 1 — z — 2% # 0 se define f(z) = (1 — z — 2?)~1.
Sea Y a,z" la serie de Taylor de f centrada en el origen. Probar que {«,} es la

n>0
sucesion de Fibonacci:

ag=a; =1y apo=0a,+a,1 YneNU{0}

Calcular en forma explicita dicha sucesion.
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Ejercicio 1.8.7. En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe una funcién
f tal que f € H(Q) verificando que f™(0) = a,, para todo n € N:

1. Q=C, ap =n
2.0=C, a,=(n+1)
3. Q=D(0,1), a,=2"
4. Q= D(0,1/2), A, =n"

Ejercicio 1.8.8. Dados 7 € RT, k € N, y a,b € C con |[b| < r < |a], calcular la
siguiente integral:

/ dz
c(0,r) (z —a)(z — )

Ejercicio 1.8.9. Calcular la integral para cada una de las siguientes curvas:

eZ
—dz
L 22(z—1)

Ly =C(1,Y/2)
2. v =C(1,1/)
3. v =C(0,2)

Ejercicio 1.8.10. Dado n € N, calcular las siguientes integrales:

1./ ser:lzdz

c(,1) <

2./ ce-°c dz
coy 2"

log(1
5. / log(1+2) .
co2) A"

Ejercicio 1.8.11 (Férmula de cambio de variable). Si 2 es un abierto del plano,
un camino en Q y ¢ € H(€2), entonces ¢ o es un camino y, para cualquier funcién
f que sea continua en (o )* se tiene:

[ ez = [ ftetw)g

Ejercicio 1.8.12. Usar el resultado del ejercicio anterior para calcular las siguientes
integrales:

] / dz
' C(0,2) 22(z —1)?

dz
QZAmmw—iP@+D%z—$
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Ejercicio 1.9.1. Sea f € H(D(0,1)) tal que:

1f(2)] < Vz e D(0,1).

11z
Probar que |f™(0)] < e(n + 1)! para todo n € N.

Ejercicio 1.9.2. Sea f una funcién entera verificando que existen constantes a, 3, p € RT
tales que:
2€C,lz[ > p = |f(2)] < al2l”.

Probar que f es una funcién polinémica de grado menor o igual que 5.

Ejercicio 1.9.3. Sea f una funcién entera verificando que:
f)=f+1)=f(z+1i) VzeC.

Probar que f es constante.

Ejercicio 1.9.4. Sea f una funcién entera verificando que:

f(f(z) = f(z) VzeC.
. Qué se puede afirmar sobre f?

Ejercicio 1.9.5. En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe una funcién f,
holomorfa en un entorno del origen, y verificando que f(1/n) = a,, para todo n € N
suficientemente grande:

1. (ZQnZO, agn_lzl Vn € N.

2. Aop — Aop—1 = — Vn € N.
2n
3. a, = n Vn € N.
n+1

Ejercicio 1.9.6. Enunciar y demostrar un resultado referente al orden de los ceros
de una suma, producto o cociente de funciones holomorfas.

Ejercicio 1.9.7. Dado un abierto € del plano, probar que el anillo H(f2) es un
dominio de integridad si, y sélo si, €2 es conexo.

Ejercicio 1.9.8. ;Qué se puede afirmar sobre dos funciones enteras cuya composi-
cién es constante?

Ejercicio 1.9.9. Sea f una funcién entera verificando que f(z) — oo cuando z —
00. Probar que f es una funcién polinémica.

Ejercicio 1.9.10. Sea f una funcién entera verificando que:
2z€Cz|=1 = |f(2)| =1
Probar que existen a € C con || =1y n € NU{0} tales que:
f(z) =az" VzeC.
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